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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíû íîâûå ñëîæíûå òåñòîâûå çàäà÷è äëÿ ïðîâåðêè ÷èñ-

ëåííîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ýòî çàäà÷è áåçóñëîâíîé

îïòèìèçàöèè ñ íåèçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè. Ïðåäëàãàåìûå òåñòîâûå çàäà÷è ÿâëÿþò-

ñÿ íåñåïàðàáåëüíûìè è èìåþò ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Àâòîð ïðåäëàãàåò òàêæå

âêëþ÷èòü â ñïèñîê òåñòîâûõ ôóíêöèé äëÿ ÷èñëåííîé ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè

ìåòîäîâ òåñòîâûå ôóíêöèè J. Nie. Ýòè ôóíêöèè òàêæå íåñåïàðàáåëüíûå ïðîèç-

âîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ íåèçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè. Ïðåäëàãàåìûå òåñòîâûå çàäà÷è

èìåþò ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ãëî-

áàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ òàêèõ ôóíêöèé óïðîùàåòñÿ. Åñëè ìåòîä îïòèìèçàöèè

ïîçâîëÿåò óëó÷øàòü íàéäåííûå ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷, òî îí áóäåò áîëåå ýôôåê-

òèâíûì. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ìåòî-

äîì òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè, êîòîðûé ðàçðàáîòàí àâòîðîì. Ôàêòè÷åñ-

êè äàííûé ìåòîä ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçâåñòíûìè ïàêåòàìè ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ

ñîâðåìåííûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ýòè ïàêåòû âêëþ÷àþò íåñêîëüêî

ìåòîäîâ. Ëó÷øèå èç íèõ èñïîëüçóþò âûïóêëóþ ðåëàêñàöèþ çàäà÷è äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îöåíîê ðåøåíèé ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàìì ëîêàëüíîé îïòèìèçà-

öèè. Íî äàæå òàêèå ìîùíûå ïàêåòû èñïûòûâàþò òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèè ðàññìîò-

ðåííûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Íåêîòîðûå òåñòîâûå çàäà÷è, íàïðèìåð, ñ ôóíêöèåé Rana

èëè Egg Holder, ðåøàþòñÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè óæå áîëåå 20 ëåò. Çà ýòî âðåìÿ íè

îäèí ìåòîä íå ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû ìåòîäîì òî÷íîé

êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðàêòè÷åñêè äëÿ âñåõ ñëîæíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ñ íå-

èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè ýòîò ìåòîä ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ëó÷øèå ðåøåíèÿ. Èíîãäà

ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà áûëî ñóùåñòâåííûì, êàê ýòî â ñëó÷àå ñ òåñòîâîé

ôóíêöèåé Rana. Ñóòü ìåòîäà òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â

ïðåîáðàçîâàíèè ëþáîé çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ê ìàêñèìèçàöèè êâàäðàòà

åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Òàêàÿ çàäà÷à â âû÷èñëèòåëü-

íîì ïëàíå çíà÷èòåëüíî ïðîùå. ×àñòî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ìóëüòèìîäàëüíàÿ

çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ óíèìîäàëüíîé, êîòîðàÿ ëåãêî ðåøàåòñÿ.
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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè âîçíèêàþò ïðàêòè÷å-
ñêè â ëþáîé ñôåðå ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè:
â ýêîíîìèêå è ôèíàíñàõ, íà ïðîèçâîäñòâå è â
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, óïðàâëåíèè, ïðîåê-
òèðîâàíèè, èíôîðìàòèêå, èñêóññòâåííîì èíòåë-
ëåêòå è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ. Îïòèìèçàöèÿ
âêëþ÷àåò äâå ñîñòàâëÿþùèå: ïîñòðîåíèå îïòè-
ìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ñèñòåì è èõ ÷èñëåííîå

ðåøåíèå. Áîëüøèíñòâî ìîäåëåé âêëþ÷àþò öå-
ëåâóþ ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ, à òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ýòè ïåðåìåííûå,
êîòîðûå çàäàþòñÿ â âèäå ðàâåíñòâ èëè íåðà-
âåíñòâ. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò âêëþ÷àòü ïðè-
íàäëåæíîñòü ïåðåìåííûõ çàäàííûì ìíîæåñòâàì,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë, áóëåâûõ èëè
äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäèìî íàéòè
çíà÷åíèÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðûõ öåëå-
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âàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ïðèíèìàòü ýêñòðåìàëüíîå
(ìèíèìàëüíîå èëè ìàêñèìàëüíîå) çíà÷åíèå, à
îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, çàäà-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
Íàïðèìåð, î÷åíü ìíîãèå çàäà÷è ìîãóò áûòü îïè-
ñàíû îïòèìèçàöèîííûìè ìîäåëÿìè ñ êâàäðà-
òè÷íûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå áåñêîíå÷íî ðàç
äèôôåðåíöèðóåìûå. Ýòî óïðîùàåò ïîñòðîåíèå
ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ.

Îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè ðàçäåëÿþò íà
êëàññû ïî èõ ñëîæíîñòè. Ýòî ëèíåéíûå, âûïóê-
ëûå, äèñêðåòíûå è íåâûïóêëûå ìîäåëè. Äëÿ èõ
ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíî äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ ìåòî-
äîâ è êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Ïðè ðåøåíèè
êîíêðåòíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è âîçíèêà-
åò ïðîáëåìà âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà
äëÿ åå ðåøåíèÿ. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà
êëàññà. Ê ïåðâîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìåòîäû,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ëîêàëüíûå ýêñòðå-
ìóìû çàäà÷è. Òàêèõ ìåòîäîâ áîëüøèíñòâî. Â
êîíöå ïðîøëîãî âåêà íà÷àëè ðàçðàáàòûâàòüñÿ
ìåòîäû äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
Íàëè÷èå áîëüøîãî ÷èñëà îïòèìèçàöèîííûõ ìå-
òîäîâ ñòàâèò ïðîáëåìó èõ ÷èñëåííîé ýôôåêòèâ-
íîñòè. Â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà áûëà ðàçðà-
áîòàíà òåîðèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè,
â ÷àñòíîñòè, ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè. Îäíàêî
ïðàêòè÷åñêîå âîïëîùåíèå ýòèõ èññëåäîâàíèé
áûëî çàòðóäíåíî. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñõîäèìîñòü ìåòîäà óäàâàëîñü äîêàçàòü òîëüêî ïðè
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ïðè÷åì ïðàêòè÷åñêîå
âûïîëíåíèå ýòèõ óñëîâèé ñîñòàâëÿëî ïðîáëåìó.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé ñêîðîñòè àëãîðèòìà
òàêæå òðåáîâàëèñü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,
ïðè÷åì íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè ìîãëà áûòü ðàçíîé. Çíà÷èòåëüíûé
óùåðá ýòîé òåîðèè ñõîäèìîñòè áûë íàíåñåí
èññëåäîâàíèÿìè ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâà-
íèþ. Â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà áûë ðàçðàáî-
òàí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ýëëèïñîèäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ýòîò àëãîðèòì òåîðåòè÷åñêè áûë íàìíîãî ýô-
ôåêòèâíåå ñóùåñòâóþùåãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ãîâîðèëè îá
îáðàòíîì. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îá àëãîðèòìå
ýëëèïñîèäîâ ïðàêòè÷åñêè çàáûëè, à ñèìïëåêñ-
ìåòîä ïðîäîëæàëè ñ óñïåõîì èñïîëüçîâàòü ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ýòî âûíóäèëî ðàç-
ðàáîò÷èêîâ íîâûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè èñêàòü
äðóãèå ñïîñîáû ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòî-
äîâ. Âûõîä áûë íàéäåí â îïðåäåëåíèè ìíîæå-
ñòâà òåñòîâûõ çàäà÷ è ïðîâåðêå ýôôåêòèâíîñòè

ìåòîäîâ ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü
çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, è ïðîâåðêà èõ
ýôôåêòèâíîñòè íå ñòîëü àêòóàëüíà, êàê äëÿ ìå-
òîäîâ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Äëÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëàãàåòñÿ îãðîìíîå ÷èñëî
(áîëüøå òûñÿ÷è) òåñòîâûõ çàäà÷. Äëÿ ðàçðàáîò-
÷èêîâ íîâûõ ìåòîäîâ âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñèñ-
òåìàòèçàöèè ýòèõ òåñòîâûõ çàäà÷. ×àñòè÷íî ýòà
ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè.

Öåëü ñòàòüè

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñèñòå-
ìàòèçàöèÿ â îáëàñòè òåñòîâûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè è ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêà ýôôåêòèâ-
íîñòè ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â êî-
íå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ÷èñëåííîé ïðîâåð-
êè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî òåñòîâûõ çà-
äà÷. Ýòè çàäà÷è âêëþ÷àþò òðóäíûå òåñòîâûå çà-
äà÷è, ñîäåðæàùèå áîëüøîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ. ×àñòî ýòî ÷èñëî ðàâíî 2n èëè n!
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. ×àñòü òåñòîâûõ çàäà÷
ïðåäëàãàåòñÿ èç îáëàñòè ïðèëîæåíèé. Ýòî çàäà-
÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, õèìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ àòîìîâ, çàäà÷è óïàêîâêè øàðàìè,
çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé è ìíîãèå äðóãèå. Òå-
ñòîâûå çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè âêëþ-
÷åíû â ñïèñîê Benchmark functions. Â ðàáîòå [1]
ïðèâåäåíî 175 òàêèõ ôóíêöèé. ×àñòü ýòèõ ôóí-
êöèé èìååò ðàçìåðíîñòü n, à çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â òîì ÷èñëå ðàçìåðíî-
ñòè 2. Âñå çàäà÷è â [1] äàíû ñ ðåøåíèÿìè. Äëÿ
ôóíêöèé ðàçìåðíîñòè n ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû äëÿ
ñëó÷àÿ n=2. Ìíîãèå èç ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ
ñåïàðàáåëüíûìè (ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé), ïîýòîìó èõ ðåøåíèÿ èçâå-
ñòíû äëÿ ëþáîãî n. Òîëüêî äëÿ íåñåïàðàáåëü-
íûõ ôóíêöèé Rana è Egg Holder èç ýòîãî ñïèñêà
ðåøåíèÿ äëÿ n>2 íåèçâåñòíû.

Íàìíîãî áîëüøå èçâåñòíî òåñòîâûõ çàäà÷
óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Ýòè òåñòîâûå çàäà÷è
âêëþ÷åíû â áàçû MINLPLib Model Statistics è
GLOBALLLib Model Statistics, êîòîðûå ëåãêî
íàéòè â Internet [2,3]. Ýòè òåñòîâûå çàäà÷è, êàê
ïðàâèëî, êâàäðàòè÷íûå, èíîãäà ñîäåðæàò èððà-
öèîíàëüíûå ôóíêöèè. Â ïåðâîé áàçå ïî÷òè äëÿ
âñåõ çàäà÷ äàíû ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåí-
íîé çàäà÷è. Âî âòîðîé áàçå äëÿ ÷àñòè çàäà÷ äàíû
ðåøåíèÿ. Ðàçìåðíîñòè ýòèõ çàäà÷ êîëåáëþòñÿ îò
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2 äî íåñêîëüêî òûñÿ÷ ïåðåìåííûõ, òîæå ìîæíî
ñêàçàòü è îá îãðàíè÷åíèÿõ. Ýòè òåñòîâûå çàäà÷è
ðåøàëèñü èçâåñòíûìè ïðîãðàììíûìè ïàêåòàìè
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè BARON, ANTIGONE,
COUENNE, LINDO, SCIP è äðóãèìè. Ýòè êîì-
ìåð÷åñêèå ïàêåòû òðåáóþò äëÿ ðåøåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ïðè ïîìî-
ùè ÿçûêîâ ìîäåëèðîâàíèÿ GAMS, AMPL è äðó-
ãèõ. BARON (Íàâèãàòîð îïòèìèçàöèè âåòâåé è
ñîêðàùåíèÿ) – ýòî ãëîáàëüíûé ðåøàòåëü MINLP
ðàçðàáîòàí èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïîé Í.Â. Ñà-
õèíèäèñà (Ryoo and Sahinidis 1996; Tawarmalani
and Sahinidis 2005) èñïîëüçóåòñÿ ïðåèìóùåñòâåí-
íî äëÿ ðåøåíèÿ îáùèõ êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷.
LINDO – ýòî ïðîãðàììà ïîèñêà ãëîáàëüíîãî
ýêñòðåìóìà, ðàçðàáîòàííàÿ LINDO Systems Inc.
è èñïîëüçóþùàÿ ëîêàëüíûé ïîèñê â ñî÷åòàíèè
ñ âûïóêëîé ðåëàêñàöèåé çàäà÷è, ïîçâîëÿþùåé
ïîïàñòü â îêðåñòíîñòü òî÷êè ãëîáàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà, ãäå ïîòîì èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíûé ïî-
èñê äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðîãðàììà
COUENNE ñ îòêðûòûì êîäîì èñïîëüçóåò âû-
ïóêëûå âåðõíèå è íèæíèå îãèáàþùèå äëÿ íå-
ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ è ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ çà-
äà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. ANTIGONE (Àë-
ãîðèòìû íåïðåðûâíîé öåëî÷èñëåííîé ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé) – ýòî
ðåøàòåëü ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ðàçðàáîòàí-
íûé Ð. Ìèçåíåðîì è Ñ.À. Ôëóäàñ èç Ïðèíñòîí-
ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Êàê ãëîáàëüíûé ðåøàòåëü,
ANTIGONE íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî âûïóê-
ëûìè çàäà÷àìè, íî òàêæå ìîæåò ðåøàòü ìíîæå-
ñòâî íåâûïóêëûõ çàäà÷. Îí òàêæå èñïîëüçóåò
âûïóêëûå ðåëàêñàöèè. Ïðîãðàììíûé ïàêåò SCIP
èñïîëüçóåò ìíîãîãðàííûå âíåøíèå àïïðîêñèìà-
öèè è òåõíèêó ïðîñòðàíñòâåííûõ âåòâåé è ãðà-
íèö. Äåòàëüíàÿ îáçîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ
ïàêåòàõ è äðóãèõ ïàêåòàõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-
öèè ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [4]. Â ðàáîòå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ ýòèìè ïðîãðàììàìè äëÿ
ïðîâåðêè ñðàâíèòåëüíîé ÷èñëåííîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Â ñòà-
òüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî ðåøåíèþ òåñòîâûõ çàäà÷, ïîëó÷åí-
íûõ ìåòîäîì òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçà-
öèè, êîòîðûé ïðåäëîæåííûé àâòîðîì íàñòî-
ÿùåé ðàáîòû.

Èçëîæåíèå îñíîâíîãî ìàòåðèàëà

Äëÿ îáúåêòèâíîé îöåíêè ÷èñëåííîé ýôôåê-
òèâíîñòè ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íå-
îáõîäèìî ïðîâåñòè êëàññèôèêàöèþ òåñòîâûõ
çàäà÷. Çàäà÷è ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè äëÿ ÷èñ-
ëåííûõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ íå èíôîðìàòèâíû-

ìè, òàêæå êàê è çàäà÷è ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Áî-
ëåå èíôîðìàòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ñ íåèç-
âåñòíûìè ðåøåíèÿìè. Åñëè äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìå-
òîä ïîçâîëÿåò íàéòè ëó÷øåå ðåøåíèå, òî ýòî
áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î åãî áîëüøåé ýôôåê-
òèâíîñòè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òåñòîâûå çàäà÷è
áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, òî çàäà÷ ñ íåèçâåñò-
íîé òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà áóäåò òîëü-
êî äâå. Ýòî ôóíêöèÿ Rana

   
   
  

n 1

i 1 i 1 i

i 1

i 1 i i i 1 i

i 1 i

min x 1 cos x x 1

sin x x 1 x cos x x 1

sin x x 1 520 x 520



 


 



      

      

     



è ôóíêöèÿ Egg Holder

 
   



n 1

i i i 1

i 1

i 1 i 1 i

min x sin x x 47

x 47 sin x x / 2 47 ,

512 x 512 .






 

     

    
  



Äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íåîáõîäèìî
ðàñøèðèòü ñïèñîê òåñòîâûõ ôóíêöèé ñ íåèçâå-
ñòíûìè ðåøåíèÿìè. Íåñêîëüêî òàêèõ ôóíêöèé
áûëè ïðåäëîæåíû J. Nie [5], íî îíè åùå íå âêëþ-
÷åíû â ñïèñêè äëÿ òåñòèðîâàíèÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî
èõ ñëåäóåò âêëþ÷èòü äëÿ îáÿçàòåëüíîãî òåñòè-
ðîâàíèÿ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Íèæå
ïðèâåäåíû ôóíêöèè (F1, F2, …, F9) J. Nie, êî-
òîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ýòè ôóíêöèè
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è ïîýòîìó ïðåäñòàâ-
ëÿþò öåëîå ñåìåéñòâî òåñòîâûõ çàäà÷ (çàäà÷è
ìîãóò ðåøàòüñÿ äëÿ ëþáîãî n):

  2

i j k l

1 i j k l n

min i j k l x x x x ||| x || 1 ;
    

 
     

 




 

2 2 2 3 2 2 3

i j k i j k i j k

1 i j k n

3 2 2

i j k

min x x x x x x x x x

x x x ||| x || 1 ;

   


  



 


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

 

2 2 2 3 2 2 3

i j k i j k i j k

1 i j k n

3 2 2

i j k

min x x x x x x x x x

x x x ||| x || 1 ;

   


  



 



 2 3 2 2

i j i j j i j

1 i j n

min x x x x x x x | 1 x 1 ;
  

 
      

 


n n 2
4

i i i 1 i 2

i 1 i 1

min x x x x ;


 
 

 
 

 
 

n n 1
6 3 3 2

i i i 1

i 1 i 1

min x 2 x x ||| x || 1 ;



 

 
  

 
 

 

2
3 n

k

i

k 1 i 1

n
2

2 2 2 3

i 1 i i 1 i

i 1

min x 1

x x x x 1 ;

 

 


  
   

 


     



 



n n n

i i j i j k

i 1 1 i j n 1 i j k n

n
2

i j k l

1 i j k l n

min x x x x x x

x x x x ||| x || 1 ;

       

    


  




  



  



 
n n

2 2 2 4

i j k i j k i

1 i j k n i 1

min (i j)x x x ( j k)x x x | x 1 .
    

 
    

 
 

Ê ýòèì ôóíêöèÿì ñëåäóåò äîáàâèòü çàäà÷è
P1, P2 J. Nie ñ ïðîñòûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

i j k n n n
i j k

1 i j k n/2 2 2 2

i j k n n n
i j k

2 2 2

min x x x x x x

x x x x x x ,

  
   

  

 
  

 


 





4 4 4 4

1 n n n

2 2

x ... x 1,      x ... x 1;     

 



i j k i j k

1 i j k n/2

6 6 6

i j k

min x x x 1 x x x

ix jx kx ,

   


   



  



4 4 4 4

1 n n n
1

2 2

x ... x 1,     x ... x 1.


     

Âèäèì, ÷òî âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íå-
ñåïàðàáåëüíûìè è òî÷íîå çíà÷åíèå ãëîáàëüíî-
ãî ìèíèìóìà â íèõ íåèçâåñòíî. Òàêæå áûëà ìî-
äèôèöèðîâàíà ôóíêöèÿ Zakharova (M. Zakharov)

 

2
n n

i i

i 1 i 1

4
n

i

i 1

min x 0,5 ix

0,5 ix x 5,10 ,

 



  
   
 

  
    
  

 



ðåøåíèå êîòîðîé òðèâèàëüíî õ=0 íà ôóíêöèþ

 

2
n n

i i

i 1 i 1

4
n

i

i 1

min x 0,5 ix

0,5 ix x 5,10 ,

 



  
    

 

  
    
  

 



òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé òåïåðü íåèçâåñòíî.
Äàëåå, â ñïèñêå Benchmark functions áûëè îáîá-
ùåíû íåêîòîðûå íåñåïàðàáåëüíûå ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ íà ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ. Ïîñëå
òàêîãî îáîáùåíèÿ èõ ðåøåíèå íåèçâåñòíî äëÿ
n>2. Ýòî òàêèå ôóíêöèè, êàê ôóíêöèÿ Adjman

   
n 1 n

i
i i 1 2

i 1 i 1 i 1

x
min cos x sin x | x [ 1,1] ;

x 1




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 
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 
 

ôóíêöèÿ Bird
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1 cos x 1 sin x

i i 1
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i i 1

min sin x e cos x e

x x x 2 , 2 ;


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



    

     





Numerical verification of the efficiency of global optimization methods

19ISSN 2521-6406, Computer Modeling: Analysis, Control, Optimization, 2020, No. 2, pp. 15-23

ôóíêöèÿ Mishra 6
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    

n 1
22

i i 1

i 1

2
2

i i 1 i

2 2

i i 1

min ln sin cos x cos x

cos sin x sin x x

0,001 x 1 x 1 ;




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


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   



ôóíêöèÿ Scahffer 4
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i i 1
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i 1
i i 1

cos sin x x 0,5
min 0,5

1 0,001 x x

x 100,100 ;







          

 



ôóíêöèÿ Trefethen
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i

n 1
sin 50x

i 1 i

i 1

i 1 i i 1

2
2 2

i i 1

min e sin 60x sin 70sin x

sin sin 80x sin 10 x x

0,25 x x x 10,10 .




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 


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Âñå ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåñåïàðàáåëü-
íûìè è òî÷íîå èõ ðåøåíèå äëÿ n>2 íåèçâåñòíî.
Ê òåñòîâîé çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè
îòíîñÿò òàêæå ïîèñê ìèíèìàëüíîé ïîòåíöèàëü-
íîé ñèñòåìû àòîìîâ, â êîòîðûõ íàõîäÿò êîîð-
äèíàòû öåíòðîâ àòîìîâ èëè ìîëåêóë, ïðè êîòî-
ðûõ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ àòîìîâ áóäåò ìè-
íèìàëüíîé. Óæå äëÿ 5 àòîìîâ òî÷íîå çíà÷åíèå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

12 6
i j ij ij

1 1
min 4 ,

r r

   
      



     2 2 2

ij i j i j i jr x x y y z z     

íåèçâåñòíî. Â áàçå äàííûõ doye.chem.ox.as.uk
ñîäåðæàòñÿ äàííûå î ðåøåíèè çàäà÷è ñ ÷èñëîì
àòîìîâ äî 1000. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ëî-
êàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Åñòü åùå íåêîòîðûå ìå-

íåå èçâåñòíûå òåñòîâûå ôóíêöèè, íàïðèìåð:

 
n 1

i i 1
i i 1

i 1

2x x
min sin x x sin | 3 x 13

3







         
   



ñ íåèçâåñòíûì ðåøåíèåì. Äëÿ áîëåå ïîëíîãî
èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòî-
äîâ îïòèìèçàöèè ýòîò ñïèñîê òåñòîâûõ ôóíêöèé
íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü. Îäíàêî è ýòîò ñïèñîê
äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òàê êàê êàæäàÿ çàäà÷à ìî-
æåò ðåøàòüñÿ äëÿ ëþáîãî n.

Ñðåäè òåñòîâûõ çàäà÷ óñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè ïðåîáëàäàþò çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûìè ðåøå-
íèÿìè. Îäíàêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ
ýòîãî êëàññà çàäà÷ ìåíåå èíôîðìàòèâíû. Äëÿ
ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òî÷íîñòü âû-
ïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé. Èíîãäà íåçíà÷èòåëüíîå
èçìåíåíèå òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ñó-
ùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóí-
êöèè. Çà èñêëþ÷åíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå áàç
äàííûõ â ïóáëèêàöèÿõ, êàê ïðàâèëî, íå ïðèâî-
äÿòñÿ íàéäåííûå ðåøåíèÿ (òî÷êè ãëîáàëüíîãî
ìèíèìóìà), ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü
òî÷íîñòü îãðàíè÷åíèé. Ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî
äâà ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è óñëîâíîé ìèíè-
ìèçàöèè ðàçëè÷àþòñÿ, åñëè îíè ïðèâîäÿò ê ðàç-
ëè÷íûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì.

Òåñòîâûå çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè
èìåþò, êàê ïðàâèëî, ôèêñèðîâàííóþ ðàçìåð-
íîñòü. Íî íåêîòîðûå çàäà÷è ñ ïðîñòûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè ìîãóò èìåòü è ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü. Íàïðèìåð, òàêîé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
èçâåñòíàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à Keane:

   
nn

4 2

i i

i 1 i 1

n
2

i

i 1

cos x 2 cos x

max ,

ix

 



 
 
 
 
 
  

 



n n

i i

i 1i 1

i

0,75 x 0,  x 7,5n 0, 

0 x 10,  i 1,..., n.



   

  



Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé êëàññ çà-
äà÷ óïàêîâêè íåêîòîðûõ îáëàñòåé (êâàäðàòà,
êðóãà, ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà) êðóãàìè îä-
íîãî èëè ðàçíûõ äèàìåòðîâ. Òàêèå çàäà÷è âîç-
íèêàþò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ ñõåì.
Â ýòèõ çàäà÷àõ èùåòñÿ íàèáîëåå ïëîòíàÿ óïà-
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êîâêà îáëàñòåé êðóãàìè. Â ëèòåðàòóðå ïðèâåäå-
íû äàííûå î ðåøåííûõ çàäà÷àõ ðàçëè÷íîé ðàç-
ìåðíîñòè [6] áåç óêàçàíèÿ öåíòðîâ êðóãîâ. Åùå
îäíîé ñëîæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ
çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ, êîòîðàÿ íàõîäèò ñàìûå
ðàçíûå ïðèìåíåíèÿ. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáî-
òàíû òåñòîâûå ïðèìåðû è ïðèâåäåíû íàéäåí-
íûå ðåøåíèÿ [7]. Ñðåäè çàäà÷ ðàçíîé ðàçìåðíî-
ñòè ìîæíî óêàçàòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìíîãî-
óãîëüíèêà ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ñ çàäàííûì
êîëè÷åñòâîì ñòîðîí è ðàäèóñîì åäèíèöà. Ýòî
òîæå î÷åíü ñëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ è åå ðàçìåðíîñòü çàâèñèò îò ÷èñëà ñòî-
ðîí ìíîãîóãîëüíèêà. Àâòîðîì áûëà ðåøåíà òà-
êàÿ çàäà÷à äëÿ ìíîãîãðàííèêà ñ 20 ñòîðîíàìè.
Ýòî çàäà÷à ñ áîëüøèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé. Òî÷-
íîñòü âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé â òî÷êå ìèíè-
ìóìà ïîðÿäêà 10–8. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïîêàçà-
íû â òàáëèöå ïîä íîìåðîì 18. Äîñòàòî÷íî âàæ-
íûìè è îäíîâðåìåííî ñëîæíûìè äëÿ ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñà-
íèÿ, îíè îòíîñÿòñÿ ê îáùèì êâàäðàòè÷íûì çà-
äà÷àì. Àâòîðó íåèçâåñòíû òåñòîâûå ïðèìåðû äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ âàæ-
íà ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Äëÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè äîñòàòî÷íîé ðàçìåðíîñòüþ ÿâëÿ-
åòñÿ n=100. Îáû÷íî â ïóáëèêàöèÿõ ïðèâîäèòñÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü òåñòîâûõ çà-
äà÷. Òàê êàê â ïîñëåäíèõ ïóáëèêàöèÿõ ïî ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðèâîäÿòñÿ ëó÷øèå ðå-
çóëüòàòû ïî ðåøåíèþ òåñòîâûõ çàäà÷, òî àâòîð
èñïîëüçîâàë ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ ñðàâíåíèÿ. Äëÿ
íîâûõ òåñòîâûõ çàäà÷, ïðåäëîæåííûõ àâòîðîì,
èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ýâîëþöèîííîãî ïîèñêà èç
áèáëèîòåêè Python.

Îñòàíîâèìñÿ íà ìåòîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè
çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

 n0 imin f (x) | f (x) 0,i 1,..., m, x E ,     (1)

ãäå x – èñêîìûé n-ìåðíûé âåêòîð (òî÷êà) åâê-
ëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà En.

Ïåðâûìè ìåòîäàìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè âèäà (1) áûëè ìåòîäû
ìóëüòèñòàðòà. Â ýòèõ ìåòîäàõ âûáèðàåòñÿ áîëü-
øîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ òî÷åê, ðàâíîìåðíî ïîêðû-
âàþùåå äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è, è äëÿ êàæ-
äîé òàêîé òî÷êè ðåøàåòñÿ çàäà÷à (1) ìåòîäîì
ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ñðåäè íàéäåííûõ ðå-
øåíèé âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì çíà-
÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Îäíàêî òàêîé ìåòîä

â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâ-
íûì óæå ïðè n>10. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
âûáèðàåòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà â êàæäîì îðòàíòå
ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî ïîòðåáóåòñÿ âûáèðàòü 2n

òî÷åê. Äëÿ ìíîãèõ íà÷àëüíûõ òî÷åê ýòèì ìåòî-
äîì ïîëó÷àþò îäíî è òî æå ðåøåíèå, à âîçìîæ-
íîñòü ïîêðûòü äîñòàòî÷íî ïëîòíî äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî óæå äëÿ 10-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî, äîïóñòèìûå îáëàñòè
ìóëüòèìîäàëüíûõ çàäà÷ èìåþò äîâîëüíî ñëîæ-
íóþ ñòðóêòóðó è èíîãäà äàæå íàéòè îäíó äîïó-
ñòèìóþ òî÷êó ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðîáëå-
ìîé. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è òðåáóþò ðåøåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè ñîòåí è äåñÿòêè òû-
ñÿ÷ ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì ìåòîä ìóëüòè-
ñòàðòà áûë ìîäèôèöèðîâàí â ãåíåòè÷åñêèå è
ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íà÷àëüíûõ òî÷åê âûáèðàëàñü ñëó÷àéíûì îáðà-
çîì â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì àëãîðèòìîì. Ýòè
àëãîðèòìû íå íàìíîãî ýôôåêòèâíåå ìóëüòèñòàð-
òà. Ñîâðåìåííûå ïðîãðàììíûå ïàêåòû ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè âêëþ÷àþò íåñêîëüêî ðàçëè÷-
íûõ ìåòîäîâ. Áîëüøèíñòâî èç íèõ èñïîëüçóþò
âûïóêëóþ ðåëàêñàöèþ äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è è
ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, âåðõíèõ èëè
íèæíèõ îöåíîê ðåøåíèé. Çàòåì ïîëó÷åííûå
ðåøåíèÿ èñïîëüçóþò äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Èíîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå òî÷-
íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè [8]. Òî÷íàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðåîá-
ðàçîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó (1) ê áîëåå ïðîñòîé
çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà êâàäðàòà íîðìû âåê-
òîðà íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå:

   
  

2 2

0

2 n 1

i

max || x || | f x s r 1 || x || d,

f x r || x || d, i 1, ..., m, x E ,

   

   
 (2)

ãäå ||x||2 – êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû âåêòîðà,
||x||2=x1

2+…+xn
2+xn+1

2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè ðàçìåðíîñòü âåêòîðà x óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà åäèíèöó. Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à (2)
èñïîëüçóåò òàêæå äâà ïàðàìåòðà r è s, ãäå ïàðà-
ìåòð r>0 âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî çàäà÷è (2) áûëî âûïóêëûì, à ïàðà-
ìåòð s òàêèì, ÷òîáû ïåðâîå îãðàíè÷åíèå çàäà-
÷è (2) â òî÷êå ìàêñèìóìà áûëî àêòèâíûì. Êðî-
ìå òîãî, ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à (2) ñîäåðæèò
åùå îäíó íîâóþ ïåðåìåííóþ d, çíà÷åíèå êîòî-
ðîé íàõîäèì ìåòîäîì äèõîòîìèè. Ïîñëåäîâà-
òåëüíî óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé d, äëÿ
êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî åå çíà÷åíèÿ ðåøàåì
çàäà÷ó (2) ïðÿìî-äâîéñòâåííûì ìåòîäîì âíóò-
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ðåííåé òî÷êè. Íàéäåííóþ òî÷êó x ïðîâåðÿåì íà
âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ r||x||2=d. Åñëè ýòî óñëî-
âèå âûïîëíÿåòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ è
çíà÷åíèå d ìèíèìàëüíî, òî ðåøåíèå çàäà÷è (2)
ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Äëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà òî÷-
íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè íåîáõîäèìà
òîëüêî ïðîãðàììà ïîèñêà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííûé ìåòîä
âíóòðåííåé òî÷êè [9].

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì äàííîãî ìåòîäà, êî-
òîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ.

Àëãîðèòì.
Øàã 1. Âûáèðàåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ r è

s óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâè-
ÿì.

Øàã 2. Íàõîäèì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé d, ðåøàÿ âûïóêëóþ çàäà÷ó

   
  

2

0

2

i

min d | f x s r 1 || x || d,

f x r || x || d, i 1, ..., m .

   

  

Ýòà çàäà÷à âñåãäà áóäåò èìåòü ðåøåíèå.
Ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è áóäåò òî÷êà (x0,d0).

Åñëè â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
r||x0||2=d0, òî çàäà÷à (1) ðåøåíà è x0 – åå ðåøåíèå.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó
øàãó.

Øàã 3. Åñëè r||x0||2<d0, òî âûáèðàåì øàã èç-
ìåíåíèÿ ïåðåìåííîé dk+1=dk+Ddk, ãäå âåëè÷èíà

øàãà Ddk çàâèñèò îò âåëè÷èíû r||xk||2-dk. ×åì áîëü-
øå ýòà ðàçíîñòü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, òåì
áîëüøå øàã èçìåíåíèÿ dk. Äëÿ êàæäîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî çíà÷åíèÿ dk ðåøàåì çàäà÷ó (2), ïîëó-
÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé (xk,dk) äî äî-
ñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà r||xk||2-dk ñ çàäàííîé òî÷íî-
ñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè r||xk||2-d ïîëîæèòåëüíî,
òî çíà÷åíèå Ddk âûáèðàåì îòðèöàòåëüíûì. Âàæ-
íî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ d ïðåäûäóùåå
ðåøåíèå çàäà÷è (2) áóäåò äîïóñòèìûì äëÿ íî-
âîãî d.

Øàã 4. Åñëè â íàéäåííîì ðåøåíèè (x*,d*)
çíà÷åíèå d* áóäåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì, òî
x* – ðåøåíèå çàäà÷è (1). Äëÿ ïðîâåðêè ìèíè-
ìàëüíîñòè d* áóäåì óìåíüøàòü çíà÷åíèå d* ìà-
ëûì øàãîì. Åñëè ïðè òàêîì èçìåíåíèè d ðàç-
íîñòü r||xk||2-dk áóäåò îòðèöàòåëüíîé è âîçðàñòàòü
ïî ìîäóëþ, òî x* – ðåøåíèå çàäà÷è (1). Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, åñëè ïðè íåêîòîðîì d<d* ðàçíîñòü
r||xk||2-dk áóäåò áîëüøå íóëÿ, òî äàëüíåéøåå óìåíü-
øåíèå d ïðèâåäåò â òî÷êó (xk,dk), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå r||xk||2=dk. Ýòîìó çíà÷åíèþ
xk áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìåíüøåå çíà÷åíèå f0(x

k).
Ýòîò ïðîöåññ óìåíüøåíèÿ d ïðîäîëæàåòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèå ðàçíîñòè r||xk||2-dk áóäåò
ìîíîòîííî óáûâàòü. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ ïðîöåññ
ìèíèìèçàöèè d=d*, äëÿ êîòîðîãî x* áóäåò ðåøå-
íèåì çàäà÷è (1).

Ýôôåêòèâíîñòü ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà
òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ñðàâíèòåëüíûìè ýê-
ñïåðèìåíòàìè ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ òåñòîâûõ
çàäà÷. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-

Задача n m Метод EQR Лучшее известное решение 

Egg Holder 100 0 –89948,532 –89938 

Rana 100 0 –50865,131 –41047,18 

Trefethen 100 0 –237,73323 – 

Mishra 6 100 0 –289,8371385 –279,5928 (python) 

Adjman 100 0 –23,95135 –23,30464 (python) 

Scahffer 4 100 0 28,95141 48,951266 (python) 

M. Zakarov 100 0 –255133,9934 –254808,9343 (python) 

Scahffer 4 100 0 28,95141 48,951266 (python) 

Nie F1 50 1 –0,436768488 >–140,4051 

Nie F2 20 1 –0,058932927 –0,0202 

Nie F3 20 1 –0,0713718 0,02854862 

Nie F4 50 0 –94 >–1250(–26) 

Nie F5 20 0 –1,61914837 0 

Nie F6 20 1 –0,048277304 0 

Nie F7 16 0 7,812451 >7,5586 

Nie F8 50 1 –0,9775492 –0,88776 

Nie F9 15 1 –25,242116 –23,6740182 

Polygon 40 189 –0,92788759 0,776859 

 

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèé òåñòîâûõ çàäà÷
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íûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ðàçìåðíîñòåé òåñòîâûõ çàäà÷.

Â òàáëèöå âèäèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ìåòîäîì òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçà-
öèè (EQR) çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû âñåõ äðóãèõ ìåòîäîâ (â çàäà÷àõ íåîá-
õîäèìî áûëî íàéòè òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìó-
ìà). Àâòîðîì áûëè ïðîâåäåíû ìàñøòàáíûå ÷èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ 400 èçâåñòíûìè ñëîæ-
íûìè òåñòîâûìè çàäà÷àìè. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðè-
âåäåíû â êíèãå àâòîðà [10] è îíè òàêæå ïîäòâåð-
æäàþò ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà EQR.

Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå ðàñøèðåí êëàññ òåñòîâûõ
çàäà÷ äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííîé ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ïðåäëîæåíû
íåñåïàðàáåëüíûå ìóëüòèìîäàëüíûå òåñòîâûå
çàäà÷è ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ íåèçâåñò-
íûìè ðåøåíèÿìè. Ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ òàêèõ òå-
ñòîâûõ çàäà÷ óïðîùàåòñÿ. Åñëè ìåòîä íàõîäèò
ëó÷øèå ðåøåíèÿ äëÿ êëàññà òåñòîâûõ çàäà÷, òî
îí áóäåò áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ïðåäñòàâëåí àë-
ãîðèòì ìåòîäà òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðè-
çàöèè, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â ÷èñëåííûõ ýê-
ñïåðèìåíòàõ.

Ïðîâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå ÷èñëåííûå ýê-
ñïåðèìåíòû íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò
÷èñëåííîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà òî÷íîé êâàä-
ðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè.
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Êîñîëàï À.².

Ó äàí³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàí³ íîâ³ ñêëàäí³ òåñòîâ³ çà-
äà÷³ äëÿ ïåðåâ³ðêè îá÷èñëþâàëüíî¿ åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â ãëî-
áàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿. Öå çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç íåâ³äî-
ìèìè ðîçâ’ÿçêàìè. Çàïðîïîíîâàí³ òåñòîâ³ çàäà÷³ º íåñåïàðà-
áåëüí³ òà ìàþòü äîâ³ëüíó ðîçì³ðí³ñòü. Àâòîð ïðîïîíóº âêëþ-
÷èòè â ñïèñîê òåñòîâèõ ôóíêö³é äëÿ ÷èñåëüíî¿ ïåðåâ³ðêè åôåê-
òèâíîñò³ ìåòîä³â òåñòîâ³ ôóíêö³¿ J. Nie. Ö³ ôóíêö³¿ òàêîæ
íåñåïàðàáåëüí³ äîâ³ëüíî¿ ðîçì³ðíîñò³ ç íåâ³äîìèìè ðîçâ’ÿçêàìè.
Çàïðîïîíîâàí³ òåñòîâ³ çàäà÷³ ìàþòü áåçë³÷ ëîêàëüíèõ åêñòðå-
ìóì³â. Ïåðåâ³ðêà åôåêòèâíîñò³ ìåòîä³â ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿
äëÿ òàêèõ ôóíêö³é ñïðîùóºòüñÿ. ßêùî ìåòîä äîçâîëÿº ïîë³-
ïøèòè çíàéäåí³ ðîçâ’ÿçêè òåñòîâèõ çàäà÷, òî â³í áóäå á³ëüø
åôåêòèâíèì. ²ñíóþ÷³ ìåòîäè ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ ïîð³âíþ-
þòüñÿ ç ìåòîäîì òî÷íî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿, ÿêèé ðîç-
ðîáëåíèé àâòîðîì. Ôàêòè÷íî äàíèé ìåòîä ïîð³âíþºòüñÿ ç â³äî-
ìèìè ïàêåòàìè ïðîãðàì, ùî ðåàë³çóþòü ñó÷àñí³ ìåòîäè ãëî-
áàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿. Ö³ ïàêåòè âêëþ÷àþòü ê³ëüêà ìåòîä³â.
Êðàù³ ç íèõ âèêîðèñòîâóþòü îïóêëó ðåëàêñàö³þ çàäà÷³ äëÿ
îòðèìàííÿ îö³íîê ðîçâ’ÿçê³â ç ïîäàëüøèì âèêîðèñòàííÿì ïðî-
ãðàì ëîêàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿. Àëå íàâ³òü òàê³ ïîòóæí³ ïàêåòè
çàçíàþòü òðóäíîù³â ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ðîçãëÿíóòèõ òåñòîâèõ
çàäà÷. Äåÿê³ òåñòîâ³ çàäà÷³, íàïðèêëàä, ç ôóíêö³ºþ Rana àáî
Egg Holder, ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ð³çíèìè ìåòîäàìè âæå á³ëüøå
20 ðîê³â. Çà öåé ÷àñ æîäåí ìåòîä íå äîçâîëèâ îòðèìàòè ðå-
çóëüòàòè, ÿê³ îòðèìàí³ ìåòîäîì òî÷íî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ðåãóëÿ-
ðèçàö³¿. Ïðàêòè÷íî äëÿ âñ³õ ñêëàäíèõ òåñòîâèõ çàäà÷ ç íåâ³äî-
ìèìè ðîçâ’ÿçêàìè öåé ìåòîä äîçâîëèâ îòðèìàòè êðàù³ ðîç-
â’ÿçêè. ²íîä³ ïåðåâàãà äàíîãî ìåòîäó áóëà ³ñòîòíîþ, ÿê öå ó
âèïàäêó ç òåñòîâî¿ ôóíêö³ºþ Rana. Ñóòü ìåòîäó òî÷íî¿ êâàä-
ðàòè÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ïîëÿãàº â ïåðåòâîðåíí³ áóäü-ÿêî¿ çàäà÷³
ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿ äî ìàêñèì³çàö³¿ êâàäðàòà åâêë³äîâî¿
íîðìè âåêòîðà íà îïóêë³é ìíîæèí³. Òàê³ çàäà÷³ â îá÷èñëþâàëü-
íîìó ïëàí³ çíà÷íî ïðîñò³ø³. ×àñòî ïðè òàêîìó ïåðåòâîðåíí³
ìóëüòèìîäàëüíà çàäà÷à ñòàº óí³ìîäàëüíîþ, ÿêà ëåãêî ðîçâ’ÿ-
çóºòüñÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: òåñòîâ³ çàäà÷³, ãëîáàëüíà îïòèì³çàö³ÿ,
óí³ìîäàëüí³ çàäà÷³, ìóëüòèìîäàëüí³ çàäà÷³, ÷èñåëüí³ ìåòîäè.
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GLOBAL OPTIMIZATION METHODS

Kosolap A.I.

Ukrainian State University of Chemical Technology, Dnipro,
Ukraine

In this paper, new difficult test problems are proposed to test
the numerical efficiency of global optimization methods. These are
problems of unconstrained optimization with unknown solutions. The
proposed test problems are inseparable and have arbitrary dimensions.
The author also proposes to include the test functions by J. Nie in
the list of test functions for numerical verification of the effectiveness
of methods. These functions are also inseparable functions of arbitrary
dimensions with unknown solutions. The proposed test problems have
many local extrema. Testing the effectiveness of global optimization
methods for such functions is simplified. If the method allows improving
the found solutions to test problems, then it will be more effective.
The existing global optimization methods are compared with the
exact quadratic regularization method developed by the author. This
method is compared with known software packages that implement
modern methods of global optimization. These packages include several
methods. The best of them use convex relaxation of the problem to
obtain estimates of solutions with subsequent use of local optimization
programs. But even such powerful packages have difficulties in solving
the considered test problems. Some test problems, for example, with
the Rana or Egg Holder function, have been solved by different
methods for over 20 years. During this time, no method has allowed
obtaining results that are obtained by the method of exact quadratic
regularization. For almost all complex test problems with unknown
solutions, this method yielded better solutions. Sometimes the
advantage of this method was significant, as is the case with the
Rana test function. The essence of the exact quadratic regularization
method is to transform any global optimization problem to maximize
the square of the Euclidean norm of a vector on a convex set. This
problem is computationally much simpler. Often, with such a
transformation, the multimodal problem becomes unimodal, which
is easy to solve.

Keywords: test problems, global optimization, unimodal
problems, multimodal problems, numerical methods.
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