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Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáö³ àíàë³òè÷íî¿ ìùäåë³ äëÿ ðîçðàõóíêó ³ îïòèì³çàö³¿ â³áðî-

àêóñòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ òðóáîïðîâîä³â òåõíîëîã³÷íèõ àïàðàò³â. Â³äõèëåííÿ ïà-

ðàìåòð³â ãåîìåòð³¿ òðóáîïðîâîäó â³ä ³äåàëüíèõ ³ íåîäíîð³äí³ñòü ìàòåð³àëó âïëèâà-

þòü íà â³áðîàêóñòè÷íå íàâàíòàæåííÿ òåõíîëîã³÷íèõ àïàðàò³â. ²ñíóþ÷³ ÷èñåëüí³ àë-

ãîðèòìè ðîçðàõóíê³â ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òåõíîëîã³÷íèõ òðóáîïðîâîä³â, ÿê³ âè-

êîðèñòîâóþòü äëÿ îö³íþâàííÿ îñíîâíî¿ ÷àñòîòè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè íå âðàõîâó-

þòü äèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè. Òî÷í³ñòü ÷àñòîòè êîëèâàíü âèçíà÷åííÿ â³áðîàêóñ-

òè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ çàëåæèòü â³ä âèáîðó ôîðìè êîëèâàíü, ÿêó ³íîä³ âàæêî çàç-

äàëåã³äü ïåðåäáà÷èòè. Ïðàêòè÷í³ çàâäàííÿ âèìàãàþòü âèêîíàííÿ ðîçðàõóíêîâèõ

ðîá³ò ç íåîáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ. Â³äñóòí³ñòü òî÷íîãî ìåòîäà ðîçðàõóíêó ÷àñòîò ³ ôîðì

êîëèâàíü òðóáîïðîâîä³â, ÿêèé áè âðàõîâóâàâ òèï êð³ïëåííÿ òà ðîçòàøóâàííÿ îï³ð,

ïðîåêòóâàëüíèêè çìóøåí³ àäàïòóâàòè ³ñíóþ÷³ ï³äõîäè òà ìîäåë³ ðîçðàõóíê³â äî êîí-

êðåòíèõ âèì³ðþâàëüíèõ óìîâ. Òîìó íà ïðàêòèö³ çàñòîñîâóþòü ñïðîùåí³ ³ íàáëè-

æåí³ ìåòîäè ðîçðàõóíêó. Ïðè íàÿâíîñò³ çîñåðåäæåíèõ ìàñ ³ â ðàç³ âðàõóâàííÿ ðîç-

ñ³þâàííÿ åíåðã³¿ ó ì³ñöÿõ çàêð³ïëåííÿ òðóáîïðîâîä³â àëãîðèòìè ðîçðàõóíêó ñòàþòü

á³ëüø òðóäîì³ñòêèìè. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæëèâ³ñòü ìàòåìàòè÷íî¿ òðàêòóâàííÿ

çàâäàííÿ ñòàº çä³éñíåííîþ ëèøå çà óìîâè ââåäåííÿ â ðîçðàõóíîê äåÿêèõ ñïðî-

ùåíü. Çàïðîïîíîâàíà àíàë³òè÷íà ìîäåëü ðîçðàõóíêó ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü â³áðî-

àêóñòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ áàçóºòüñÿ íà ìåòîä³ Êðèëîâà. Âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ ôîðì

³ ÷àñòîò êîëèâàíü òðóáîïðîâîäó çä³éñíþºòüñÿ ³íòåãðàö³ºþ âèõ³äíîãî äèôåðåíö³àëü-

íîãî ð³âíÿííÿ â³ëüíèõ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàíü äëÿ ð³çíèõ òèï³â çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â.
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Ââåäåííÿ

Â òåõíîëîã³÷íîìó îáëàäíàíí³ (òåïëîìàñî-
îáì³íí³ àïàðàòè, àïàðàòè çàíóðåíîãî ãîð³ííÿ,
êàâ³òàö³éí³ òåïëîãåíåðàòîðè òà ³í.) ìîæóòü âè-
íèêàòè ñèëüí³ íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ, ÿê³ ìîæóòü
³ñòîòíî ³íòåíñèô³êóâàòè òåõíîëîã³÷í³ ïðîöåñè
(ï³äâèùóâàòè òåïëîíàïðóæåíí³ñòü òîïêîâèõ êà-
ìåð (ÿê öå â³äáóâàºòüñÿ â êàìåðàõ â³áðàö³éíîãî
ãîð³ííÿ), ïîêðàùóâàòè òåïëî- ³ ìàñîîáì³í, çíè-
æóâàòè ã³äðàâë³÷íèé îï³ð) [1]. Ç ³íøîãî áîêó
íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ìîæóòü ïðèçâåñòè äî íå-
êîíòðîëüîâàíîãî çá³ëüøåííÿ ì³ñöåâèõ êî-
åô³ö³ºíò³â òåïëîâ³ääà÷³, ìåõàí³÷íèõ ³ òåïëîâèõ
íàïðóã, ùî ìîæå ïðèçâîäèòè äî ðóéíóâàííÿ åëå-

ìåíò³â êîíñòðóêö³é [2]. Êð³ì òîãî, ìîæëèâà ñè-
òóàö³ÿ, êîëè çâîðîòíèé çâ’ÿçîê ì³æ êîëèâàííÿ-
ìè ïàðàìåòð³â ãàçó ³ òåïëîìàñîï³äâîäîì, ³, òà-
êèì ÷èíîì, êîëèâàííÿ ìîæóòü ñòàâàòè ñàìî-
çáóäæóâàíèìè [3].

Äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíèõ êîëèâàíü ³ ïðî-
öåñ³â ó àïàðàòàõ, ùî â³äáóâàþòüñÿ ï³ä âïëèâîì
òàêèõ ñêëàäíèõ êîëèâàíü, ñòàíîâèòü çíà÷í³
ìàòåìàòè÷í³ òðóäíîù³. Òîìó àêòóàëüíîþ º ðîç-
ðîáêà ìåòîäèêè êîíòðîëþ òà äîñë³äæåíü ðåçî-
íàíñíèõ íåë³í³éíèõ êîëèâàíü, ùî âèíèêàþòü â
á³ëüø ïðîñòèõ ñèñòåìàõ, çîêðåìà, â òðóáîïðî-
âîäàõ.
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Àíàë³ç ë³òåðàòóðíèõ äàíèõ ³ ïîñòàíîâêà ïðî-

áëåìè

Äæåðåëà êîëèâàíü òðóáîïðîâîä³â ìàþòü
ð³çíå ïîõîäæåííÿ, íàïðèêëàä, â ðîáîò³ [4] äå-
òàëüíî äîñë³äæåíèé ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ
òðóáîïðîâîä³â, ÿêèé ÿâëÿº ñîáîþ çðîñòàþ÷³ êî-
ëèâàííÿ áëèçüêî õèòêå ñòàíîâèùå ð³âíîâàãè.
Îäíàê íàéá³ëüø ïîøèðåíèì äæåðåëîì êîëèâàíü
òðóáîïðîâîä³â º çâè÷àéíèé ðåçîíàíñ, êîëè
÷àñòîòà çáóðþþ÷èõ êîëèâàíü íàáëèæàºòüñÿ äî
÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü ñèñòåìè. Ó çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó âçàºìîä³ÿ òðóáîïðîâîäó ç âíóòð³øí³ì
ïîòîêîì ð³äèíè íîñèòü äâîñòîðîíí³é õàðàêòåð:
ïóëüñàö³¿ âíóòð³øíüîãî ïîòîêó ð³äèíè âèêëèêà-
þòü äèíàì³÷í³ äåôîðìàö³¿ òðóáîïðîâîäó, à äè-
íàì³÷í³ äåôîðìàö³¿ òðóáîïðîâîäó ìîæóòü ñòàòè
ïðè÷èíîþ ïóëüñàö³é ïîòîêó â ã³äðîñèñòåì³,
÷àñòèíîþ ÿêî¿ º òðóáîïðîâ³ä.

Äëÿ åôåêòèâíîãî êîíòðîëþ íåîáõ³äíèé òî÷-
íèé ðîçðàõóíîê ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü ä³ëÿíîê
òðóáîïðîâîäó ì³æ êð³ïëåííÿìè ç óðàõóâàííÿì
¿õ ðîçòàøóâàííÿ ³ æîðñòêîñò³ (ï³ääàòëèâîñò³), ùî
äîçâîëèòü êîíòðîëþâàòè ì³ñöÿ ìàêñèìàëüíèõ
íàïðóæåíü ³ â³äïîâ³äíî çä³éñíþâàòè ë³êâ³äàö³þ
àâàð³éíèõ ñèòóàö³é, ùî îñîáëèâî âàæëèâî ïðè
ïåðåêà÷óâàííÿ ëåãêîçàéìèñòèõ ³ ñèëüíî òîêñè-
÷íèõ ð³äèí.

Ïðîáëåìîþ äîñòîâ³ðíîãî êîíòðîëþ º òå, ùî
âèçíà÷åííÿ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü çä³éñíþºòü-
ñÿ íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè [5–6] áåç óðàõóâàí-
íÿ æîðñòêîñò³ (ï³ääàòëèâîñò³) çàêð³ïëåíü ³ ¿õ
ðîçòàøóâàííÿ, ùî çíèæóº åôåêòèâí³ñòü êîíò-
ðîëþ âíàñë³äîê òðóäîì³ñòêèõ, à ³íîä³ ³ ïîìèë-
êîâèõ âèçíà÷åíü ì³ñöü ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü
íà ä³ëÿíêàõ òðóáîïðîâîä³â.

²ñíóþ÷³ ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè ðîçðàõóíê³â ÷à-
ñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðóáîïðîâîä³â âèêîðèñòî-
âóþòü êëàñè÷íó òåîð³þ êîëèâàíü, ìåòîä Ôóð’º,
ìåòîä Ä’Àëàìáåðà, âàð³àö³éí³ ìåòîäè Ðåëåÿ, Ð³òöà
òà ³í.

Â³äîìèé ìåòîä Ðåëåÿ çàñòîñîâóºòüñÿ ãîëîâ-
íèì ÷èíîì äëÿ îö³íêè îñíîâíî¿ ÷àñòîòè êîëè-
âàëüíî¿ ñèñòåìè, îäíàê, ³íø³ ¿¿ äèíàì³÷í³ õàðàê-
òåðèñòèêè çàëèøàþòüñÿ íåðîçêðèòèìè. Òî÷í³ñòü
÷àñòîòè êîëèâàíü çàëåæèòü â³ä âèáîðó ôîðìè
êîëèâàíü, ÿêó ³íîä³ âàæêî çàçäàëåã³äü ïåðåäáà-
÷èòè [7].

Ìåòîä Ð³òöà º ïîäàëüøèì ðîçâèòêîì ìåòî-
äó Ðåëåÿ ³ çàñíîâàíèé íà âàð³àö³éíîìó ïðèí-
öèï³ Ãàì³ëüòîíà. Â³í äîçâîëÿº çâåñòè ðîçðàõó-
íîê ñèñòåìè ç ðîçïîä³ëåíîþ ìàñîþ äî ðîçðà-
õóíêó á³ëüø ïðîñòî¿ ñèñòåìè ç ê³íöåâèì ÷èñëîì
ñòóïåí³â ñâîáîäè [8].

Øèðîêî â³äîì³ íàáëèæåí³ ìåòîäè âèçíà-

÷åííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðóáî-
ïðîâîä³â. Îñíîâíèì íåäîë³êîì ïîä³áíèõ ìåòîä³â,
ùî ïðèçâîäèòü ÷àñîì äî çíà÷íèõ ê³ëüê³ñíèõ ïî-
õ³áîê ðîçðàõóíêó, º ñïðîùåííÿ, ïðèéíÿò³ ïðè
îáë³êó êðàéîâèõ óìîâ (ãåîìåòðè÷íèõ ³ äèíàì³-
÷íèõ óìîâ, ùî íàêëàäàþòü îáìåæåííÿ íà ñâî-
áîäó ïåðåì³ùåííÿ ê³íö³â òðóáîïðîâîäó, à òàêîæ
íà âèãèíàþ÷èé ìîìåíò ³ ïîïåðå÷íó ñèëó).

Â³äõèëåííÿ ïàðàìåòð³â ãåîìåòð³¿ òðóáîïðî-
âîäó ïðè åêñïëóàòàö³¿ â³ä ³ íåîäíîð³äí³ñòü ìàòå-
ð³àëó âïëèâàþòü íà ðîçïîä³ë â³áðîàêóñòè÷íèõ
íàâàíòàæåíü. ²ñíóþ÷³ ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè ðîç-
ðàõóíê³â ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðóáîïðîâîä³â,
ùî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îö³íþâàííÿ îñíîâíî¿ ÷à-
ñòîòè êîëèâàëüíî¿ ñèñòåìè íå âðàõîâóþòü äè-
íàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè, çì³íó ãóñòèíè òà â’ÿç-
êîñò³ ð³äèíè â ñåðåäèí³ òðóáîïðîâîäó. Òî÷í³ñòü
÷àñòîòè êîëèâàíü òðóáîïðîâîäó òàêîæ çàëåæèòü
â³ä âèáîðó ôîðìè êîëèâàíü, ÿêó ³íîä³ âàæêî çà-
çäàëåã³äü ïåðåäáà÷èòè. Ïðàêòè÷í³ çàâäàííÿ âè-
ìàãàþòü âèêîíàííÿ ðîçðàõóíêîâèõ ðîá³ò ç íå-
îáõ³äíîþ òî÷í³ñòþ. Â³äñóòí³ñòü àíàë³òè÷íîãî ìå-
òîäó âèçíà÷åííÿ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðóáî-
ïðîâîäó, ÿêèé áè âðàõîâóâàâ òèï êð³ïëåííÿ òà
ðîçòàøóâàííÿ îï³ð, çìóøóº ïðîåêòóâàëüíèê³â
àäàïòóâàòè ³ñíóþ÷³ ï³äõîäè òà ìîäåë³ ðîçðàõóíê³â
äî êîíêðåòíèõ âèì³ðþâàëüíèõ óìîâ.

Òîìó àêòóàëüíîþ íàóêîâî-ïðèêëàäíîþ çà-
äà÷åþ º ðîçðîáêà àíàë³òè÷íî¿ ìîäåë³ ðîçðàõóí-
êó ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðóáîïðîâîä³â ç óðà-
õóâàííÿì æîðñòêîñò³ (ï³ääàòëèâîñò³) îïîð ³ ¿õ
ðîçòàøóâàííÿ. Çàñòîñóâàííÿ òàêî¿ ìîäåë³ äîç-
âîëèòü ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü ìåòîäó êîíòðîëþ
ÿêîñò³ òåõíîëîã³÷íîãî ïðîöåñó òà ñóòòºâî ñïðîñ-
òèòü çàäà÷ó ïðîåêòóâàííÿ òà àäàïòàö³¿ ³ñíóþ÷î-
ãî ïðèëàäíîãî ïàðêó â³áðî÷àñòîòíèõ äàò÷èê³â äî
êîíêðåòíèõ âèì³ðþâàëüíèõ çàäà÷.

Ö³ëü òà çàäà÷³ äîñë³äæåííÿ

Ìåòîþ äàíî¿ ðîáîòè º ðîçðîáêà àíàë³òè÷-
íî¿ ìîäåë³ äëÿ ðîçðàõóíêó ÷àñòîò ³ ôîðì êîëè-
âàíü òðóáîïðîâîäó ç óðàõóâàííÿì æîðñòêîñò³
(ï³ääàòëèâîñò³) îïîð ³ ¿õ ðîçòàøóâàííÿ. Äëÿ äî-
ñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¿ ìåòè íåîáõ³äíî âèð³øèòè
íàñòóïí³ çàâäàííÿ:

– ðîçðîáèòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü àíàë³òè-
÷íîãî ìåòîäó ðîçðàõóíêó ÷àñòîò ³ ôîðì êîëè-
âàíü òðóáîïðîâîäó çà ðàõóíîê çàñòîñóâàííÿ òî÷-
íîãî ñïðîùåííÿ îñíîâíèõ ð³âíÿíü ðåçîíàíñíèõ
êîëèâàíü ç óðàõóâàííÿì æîðñòêîñò³ (ï³ääàòëè-
âîñò³) îïîð ³ ¿õ ðîçòàøóâàííÿ;

– âèêîíàòè ðîçðàõóíîê ÷àñòîòè ³ ôîðìè
êîëèâàíü òðóáîïðîâîäó äëÿ ð³çíèõ óìîâ çàêð³ï-
ëåííÿ;

– âèêîíàòè àíàë³ç ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíê³â
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øëÿõîì ïîð³âíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè â³äîìèõ ìå-
òîä³â òà îö³íèòè òî÷í³ñòü îòðèìàíî¿ ìîäåë³.

Ðîçðîáêà àíàë³òè÷íî¿ ìîäåë³ ðîçðàõóíêó
â³áðîàêóñòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ òåõíîëîã³÷íîãî
òðóáîïðîâîäó

Çàïèøåìî ð³âíÿííÿ âëàñíèõ êîëèâàíü
ä³ëÿíêè òðóáîïðîâîäó ó âèãëÿä³ [9]:
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4 2

z

y x, t y x, tm

x EJ x

 
 

 
.  (1)

Ó ð³âíÿíí³ (1) ôóíêö³ÿ êîëèâàíü y(x,t) â³äðà-
õîâóºòüñÿ â³ä ïîëîæåííÿ îñüîâî¿ ë³í³¿ òðóáîïðî-
âîäó ïðè éîãî ñòàòè÷íîìó ð³âíîâàç³ (áåç óðàõó-
âàííÿ ïðîãèíó â³ä âëàñíî¿ âàãè).

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ôóð’º (ìåòîä ïîä³ëó
çì³ííèõ) [4] ð³øåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü
â ïðèâàòíèõ ïîõ³äíèõ, ôóíêö³þ êîëèâàíü áóäå-
ìî øóêàòè ó âèãëÿä³:

y(x,t)=Y(x)T(t).  (2)

Ï³äñòàâëÿþ÷è ð³øåííÿ (2) â ð³âíÿííÿ (1) ³
ïðèìíîæóþ÷è ë³âó ³ ïðàâó ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ íà

)t(T)x(Y

1

m

EJ
, ìàºìî:

   4 2

4 2

d Y x d T tEJ 1 1

m Y(x) dx T(t) dt
  .  (3)

Òàê ÿê ôóíêö³¿ ð³çíèõ àðãóìåíò³â ìîæóòü
áóòè ð³âí³ ò³ëüêè êîíñòàíò³, òî îòðèìóºìî äâà
ð³âíÿííÿ:

 4

2z

4

d Y xEJ 1

m Y(x) dx
   àáî

 
 

4

2

4

z

d Y x m
Y x 0

dx EJ
   ,  (4)

 

 2

2

2

d T t1

T t dt
    àáî

 
 

2

2

2

d T t
T t 0

dt
  .  (5)

Ð³âíÿííÿ (6) ìàº óÿâí³ êîðåí³ õàðàêòåðè-
ñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ³, îòæå:

T(t)=asint+bcost,  (6)

Ç îòðèìàíîãî ð³øåííÿ âèïëèâàº, ùî ïàðà-
ìåòð  âèçíà÷àº ÷àñòîòó âëàñíèõ êîëèâàíü áàëêè.

Ð³âíÿííÿ (4) âèçíà÷àº ôîðìó êîëèâàíü
ä³ëÿíêè òðóáîïðîâîäó ³ íàçèâàºòüñÿ äèôåðåíö³-
àëüíèì ð³âíÿííÿ ôîðìè êîëèâàíü òðóáîïðîâî-
äó.

Ïðè ïåðåõîä³ äî áåçðîçì³ðíîãî ïàðàìåòðà
(àðãóìåíò) îòðèìàºìî:

y(x)=AS(kx)+BT(kx)+CU(kx)+DV(kx),  (7)

äå y(x) – â³äõèëåííÿ òî÷îê îñ³ òðóáîïðîâîäó â³ä
ð³âíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ; A, B, C, D – ïîñò³éí³
ï³ä³áðàí³ òàê, ùîá âèáðàí³ òàê ùîá äëÿ ôóíêö³¿
y(x) âèêîíóâàëèñÿ óìîâè çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â;
S(kx), BT(kx),CU(kx), DV(kx) – ôóíêö³ÿ Êðèëî-
âà [5]:

S(kx)=1/2(chkx+coskx),

T(kx)=1/2(shkx+sinkx),

U(kx)=1/2(chkx+coskx),

T(kx)=1/2(shkx+sinkx).  (8)

Òàáëèöÿ 1

Ñõåìè ìîæëèâèõ âàð³àíò³â êîìïîíîâêè òðóáîïðîâîäó
íà äâîõ ³ òðüîõ îïîðàõ

Номер компоновки 
Тип закріплення 

трубопроводу на опорах 

n=1 
 

n=2 

 

n=3 
 

n=4 
 

n=5 
 

n=6 
 

n=7 
 

n=8 
 

n=9 
 

n=10 
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Ðîçãëÿíåìî êîëèâàííÿ òðóáîïðîâîä³â äëÿ
÷îòèðüîõ îñíîâíèõ óìîâ çàêð³ïëåííÿ ê³íö³â òðó-
áîïðîâîäó çà äàíèìè [6]:

– ê³íåöü òðóáîïðîâîäó â³ëüíèé;
– æîðñòêå êð³ïëåííÿ ê³íöÿ òðóáîïðîâîäó;
– çàêð³ïëåííÿ ê³íöÿ òðóáîïðîâîäó â

ïðóæí³é îïîð³.
Ôóíêö³¿ Êðèëîâà äàþòü çìîãó çàïèñàòè âè-

ðàç çàãàëüíîãî ³íòåãðàëà, ùî çàäîâîëüíÿº óìî-
âàì íà ê³íö³ x=0 ³ ì³ñòèòü ò³ëüêè äâ³ ïîñò³éí³,
ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ íà ³íøîìó ê³íö³ x=l [4].
Ïðè íàÿâíîñò³ ïðîì³æíî¿ îïîðè âèðàç äëÿ çà-
ïèñó ôîðìè ãîëîâíîãî êîëèâàííÿ ìàº âèãëÿä
(l äîâæèíà òðóáîïðîâîäó):

y(x)=AS(kx)+BT(kx)+CU(kx)+DV(kx),

ïðè 0õl;

y(x)=AS(kx)+BT(kx)+CU(kx)+DV(kx)+
+R/k3EIV(k(x-l)), ïðè l1õl1+l2.             (9)

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ñõåìè âñ³õ ìîæëèâèõ
âàð³àíò³â êð³ïëåííÿ òðóáîïðîâîäó íà äâîõ ³ òðüîõ
îïîðàõ óðàõóâàííÿì ÿêèõ âèêîíàíî ðîçðàõóíêè
çà ë³òåðàòóðíèìè äàíèìè [5].

Ïðîïîíîâàíà êëàñèô³êàö³ÿ ïîêëàäåíà â
îñíîâó ðîçðîáëåíîãî ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó ç
ðîçðàõóíêó âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü òðó-
áîïðîâîäó. Àëãîðèòì ðîçðàõóíêîâî¿ ÷àñòèíè
ïðîãðàìè ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ïðèêëàä³.

1. Çàâàíòàæóºìî ðîáî÷³ ìîäóë³ òà âèõ³äí³ äàí³
ç íåîáõ³äíèìè ðîçðàõóíêîâèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè
äëÿ ïàðàìåòð³â ä³ëÿíêè òðóáîïðîâîäó (ñõåìà 1).

2. Çàäàºìî ôóíêö³¿ Êðèëîâà âèêîðèñòîâó-
þ÷è ïðèéîì äëÿ ¿õ áàãàòîðàçîâîãî âèêîðèñòàí-

from scipy.optimizeimport * # Для вирішення чисельним методом 

from numpy import * # для розрахунків 

import matplotlib.pyplot as plt # графіка 

import matplotlib as mpl # графіка 

mpl.rcParams [ 'font.family'] = 'fantasy' # графіка 

mpl.rcParams [ 'font.fantasy'] = 'Comic Sans MS, Arial' # графіка 

L1 = 0.5 # довжина ділянки трубопроводу між опорами в м. 

L2 = 1.0 # довжина ділянки трубопроводу між опорами в м. 

L = L1 + L2 # довжина ділянки трубопроводу в м. 

# X = x / L відносна довжина ділянки трубопроводу 

d = 20e-3 # внутрішній діаметр трубопроводу в м. 

dt = 1.5e-3 # товщина стінки трубопроводу в м. 

D = d + 2 * dt # зовнішній діаметр трубопроводу в м. 

E = 196e9 # модуль Юнга матеріалу в н / м2. 

rm = 7.9e3 # масова щільність матеріалу в кг / м3. 

rg = 1e3 # масова щільність рідини в кг / м3. 

І = (pi / 64) * (D ** 4-d ** 4) # статичний момент інерції труби в М4. 

mg = (pi / 4) * d ** 2 * rg # маса одиниці довжини рідини в кг / м3 

mt = (pi / 4) * (D ** 2-d ** 2) * rm # маса одиниці довжини труби в кг / м3 

m = mg + mt # маса одиниці довжини труби з рідиною в кг / м3 

EJ = E * J # добуток модуля пружності на статичний момент інерції в н * м2 

c = 1e5 # жорсткість закладення в н / м 

c1 = 1e4 # жорсткість закладення в н / м 

c2 = 2e4 # жорсткість закладення в н / м 

c3 = 2e4 # жорсткість закладення в н / м 

n = 2 # вибір компонування ділянки трубопроводу 

l1 = L1 / L # відносна довжина ділянки до закріплення 

l2 = L2 / L # відносна довжина ділянки до закріплення 

l = l1 + l2 # загальна відносна довжина 

 
Ñõåìà 1

def S(k,x):# функція Крилова 

 return (cosh(k*x)+cos(k*x))/2 

def T(k,x):# функція Крилова 

 return (sinh(k*x)+sin(k*x))/2 

def U(k,x):# функція Крилова 

 return (cosh(k*x)-cos(k*x))/2 

def V(k,x):# функція Крилова 

 return (sinh(k*x)-sin(k*x))/2 

 
Ñõåìà 2
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Ñõåìà 3

def f(k):# функції для розрахунку коефіцієнта k форми коливань  

 if n==1: 

 return U(k,1)**2-T(k,1)*V(k,1) 

 elif n==2: 

 return S(k,1)**2-T(k,1)*V(k,1) 

 elif n==3: 

 return (k**3*EJ*S(k,1)- c*V(k,1))*S(k,1)-(k**3*EJ*V(k,1)- c*U(k,1))*T(k,1) 

 elif n==4: 

 return (k**3*EJ*T(k,1)/c+S(k,1))*V(k,1)-(k**3*EJ*U(k,1)/c+T(k,1))*U(k,1) 

 elif n==5: 

 return V(k,1)*(k**3*EJ/c*(k**3*EJ*T(k,1)-c*S(k,1))+k**3*EJ*S(k,1)-c*V(k,1))-(k**3*EJ*U(k,1)-

c*T(k,1))*(k**3*EJ/c*U(k,1)+T(k,1)) 

 elif n==6: 

 a1=U(k,l); 

 a2=T(k,l); 

 a3=k**3*EJ*V(k,l1)-c*U(k,l1); 

 b1=V(k,l); 

 b2=U(k,l) 

 b3=k**3*EJ*S(k,l1)-c*V(k,l1); 

 d1=V(k,l2); 

 d2=U(k,l2) 
 return d1*(a2*b3-a3*b2)-d2*(a1*b3-a3*b1) 

 elif n==7: 

 a1=S(k,l); 

 a2=V(k,l); 

 a3=k**3*EJ*V(k,l1)-c*U(k,l1); 

 b1=T(k,l); 

 b2=S(k,l) 

 b3=k**3*EJ*S(k,l1)-c*V(k,l1); 

 d1=T(k,l2); 

 d2=S(k,l2) 

 return d1*(a2*b3-a3*b2)-d2*(a1*b3-a3*b1) 

 elif n==8: 

 a1=S(k,l); 

 a2=k**3*EJ*V(k,l1)-c1*U(k,l1); 

 a3=k**3*EJ*V(k,l)-c2*U(k,l); 

 b1=U(k,l); 

 b2=k**3*EJ*S(k,l1)-c1*V(k,l1); 

 b3=k**3*EJ*S(k,l)-c2*V(k,l); 

 d1=T(k,l2); 

 d2=k**3*EJ*S(k,l2)-c2*V(k,l2); 

 return d1*(a2*b3-a3*b2)+d2*(a1*b2-a2*b1) 

 elif n==9: 

 a1=V(k,l); 

 a2=U(k,l); 

 a3=k**3*EJ*U(k,l1)-c2*T(k,l1); 

 b1=k**3*EJ/c1*U(k,l)+T(k,l); 

 b2=k**3*EJ/c1*T(k,l)+S(k,l); 

 b3=(k**3*EJ/c1*T(k,l1)+S(k,l1))*k**3*EJ-c2*(k**3*EJ/c1*S(k,l1)+V(k,l1)); 

 d1=T(k,l2); 

 d2=S(k,l2);  

 return d1*(a2*b3-a3*b2)-d2*(a1*b3-a3*b1) 

 elif n==10: 

 a1=V(k,l); 

 a2=k**3*EJ*U(k,l1)-c2*T(k,l1); 

 a3=k**3*EJ*U(k,l)-c2*T(k,l); 

 b1=k**3*EJ/c1*U(k,l)+T(k,l); 

 b2=k**6*E**2*J**2/c1*T(k,l1)+(1-c2/c1)*k**3*EJ*S(k,l1)-c2*V(k,l1); 

 b3=k**6*E**2*J**2/c1*T(k,l)+(1-c3/c1)*k**3*EJ*S(k,l)-c3*V(k,l); 

 d1=T(k,l2); 

 d2=k**3*EJ*S(k,l2)-c3*V(k,l2);  

 return d1*(a2*b3-a3*b2)+d2*(a1*b2-a2*b1) 
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Ñõåìà 4

def y(k,x):# функції для розрахунку форми коливань  

  

 if n==1: 
 return U(k,x)-T(k,1)*V(k,x)/U(k,1) 

 elif n==2: 

 return U(k,x)-V(k,1)*V(k,x)/S(k,1) 

 elif n==3: 

 return U(k,x)-S(k,1)*V(k,x)/T(k,1) 

 elif n==4: 

 return k**3*EJ*S(k,x)/c-(T(k,x)/V(k,1))*(k**3*EJ*U(k,1)/c+T(k,1))+V(k,x) 

 elif n==5: 

 return k**3*EJ*S(k,x)/c-(T(k,x)/V(k,1))*(k**3*EJ*U(k,1)/c+T(k,1))+V(k,x) 

 elif n==6: 

 a1=U(k,l);  

 a3=k**3*EJ*V(k,l1)-c*U(k,l1); 

 b1=V(k,l);b2=U(k,l) 

 b3=k**3*EJ*S(k,l1)-c*V(k,l1); 

 d1=V(k,l2);  

 if 0<=x<=l1: 

 return -b3/a3*U(k,x)+V(k,x) 

 elif l1<x<=l: 

 return -b3/a3*U(k,x)+V(k,x)-1/d1*(-b3/a3*a1+b1)*V(k,x-l1) 

 elif n==7: 

 a1=S(k,l); 

 a2=V(k,l); 

 a3=k**3*EJ*V(k,l1)-c*U(k,l1);  

 b3=k**3*EJ*S(k,l1)-c*V(k,l1); 

 d2=S(k,l2)  

 if 0<=x<=l1: 

 return -b3/a3*U(k,x)+V(k,x) 

 elif l1<x<=l: 

 return -b3/a3*U(k,x)+V(k,x)-1/d2*(-b3/a3*a2+a1)*V(k,x-l1)  

 elif n==8: 

 a1=S(k,l); 

 a2=k**3*EJ*V(k,l1)-c1*U(k,l1);  

 b1=U(k,l); 

 b2=k**3*EJ*S(k,l1)-c1*V(k,l1);  

 d1=T(k,l2);  

 if 0<=x<=l1: 

 return -b2/a2*U(k,x)+V(k,x) 

 elif l1<x<=l: 

 return -b2/a2*U(k,x)+V(k,x)-1/d1*(-b2/a2*a1+b1)*V(k,x-l1)  

 elif n==9: 

 a1=V(k,l);  

 a3=k**3*EJ*U(k,l1)-c2*T(k,l1); 

 b1=k**3*EJ/c1*U(k,l)+T(k,l);  
 b3=(k**3*EJ/c1*T(k,l1)+S(k,l1))*k**3*EJ-c2*(k**3*EJ/c1*S(k,l1)+V(k,l1)); 

 d1=T(k,l2);  

 if 0<=x<=l1: 

 return -b3/a3*T(k,x)+k**3*EJ/c1*S(k,x)+V(k,x) 

 elif l1<x<=l: 

 return -b3/a3*T(k,x)+k**3*EJ/c1*S(k,x)+V(k,x)-1/d1*(b1-a1*b3/a3)*V(k,x-l1)  

 elif n==10: 

 a1=V(k,l); 

 a2=k**3*EJ*U(k,l1)-c2*T(k,l1);  

 b1=k**3*EJ/c1*U(k,l)+T(k,l); 

 b2=k**6*E**2*J**2/c1*T(k,l1)+(1-c2/c1)*k**3*EJ*S(k,l1)-c2*V(k,l1);  

 d1=T(k,l2);  

 if 0<=x<=l1: 

 return -b2/a2*T(k,x)+k**3*EJ/c1*S(k,x)+V(k,x) 

 elif l1<x<=l: 

 return -b2/a2*T(k,x)+k**3*EJ/c1*S(k,x)+V(k,x)-1/d1*(b1-a1*b2/a2)*V(k,x-l1) 
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Ñõåìà 5

d=[] 

w=0 

for i in range(0,4+w):# перебор k  

 k=brentq(lambda k:f(k),0+pi*i,pi+pi*i)# числове визначення k 

 if k==0:# виключення нульового значення k 

 w=1 

 elif k!=0: 

 p=round(k,3) 

 if p not in d: 

 d.append(p) 

 

q =linspace(0,1,100)  

x=[w for w in q ] 

for k in d: 

 w=round((k**2*(EJ/m)**0.5)/(2*pi*L**2),3) 

 z=[y(k,x)for x in q] 

 plt.plot(x, z,label='k= %s,f=%s Гц' %(str(k),str(w))) 

plt.title('Перші три форми вигибних коливань у вісьовій лінії труби для компоновки № %s'%n) 

plt.xlabel(' x/L ') 

plt.ylabel('Y(x/L) ') 

plt.legend(loc='best') 

plt.grid(True)plt.show() 

plt.show() 

 
Ñõåìà 6

íÿ ó âèãëÿä³ ïðîãðàìíèõ ôóíêö³é defS(k,x) ç ïå-
ðåäà÷åþ â íèõ çì³ííèõ k, x (ñõåìà 2).

3.Îòðèìóºìî ôóíêö³¿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êî-
åô³ö³ºíòà ôîðìè êîëèâàíü k â³äïîâ³äíî äî íî-
ìåð³â êîìïîíîâîê n â³ä 1 äî 10 (ñõåìà 3).

4. Îòðèìóºìî ôóíêö³¿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ôîð-
ìè êîëèâàíü y(x) â³äïîâ³äíî äî íîìåðàìè êîì-
ïîíîâîê n â³ä 1 äî 10 (ñõåìà 4).

5. Çíàõîäèìî ÷èñåëüí³ çíà÷åííÿ ïåðøèõ
òðüîõ êîåô³ö³ºíò³â ôîðìè k âèêëþ÷àþ÷è ïðè
öüîìó éîãî íóëüîâå çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó âèð³-
øóºìî ïðîáëåìó îáëàñò³ ïîøóêó äëÿ k øëÿõîì
âèêîðèñòàííÿ ä³àïàçîíó 0+pi*i, pi+pi*i (ñõåìà 5).

6. Áóäóºìî íà îäíîìó ãðàô³êó óñ³ òðè ôîð-
ìè êîëèâàíü ç îá÷èñëåíèìè ÷àñòîòàìè (ñõåìà 6).

Ç âèêîðèñòàííÿì ðîçðîáëåíîãî ïðîãðàìíî-
ãî çàáåçïå÷åííÿ âèçíà÷èìî ôîðìè êîëèâàíü òðó-
áîïðîâîäó äëÿ âèïàäêó, êîëè òðóáîïðîâ³ä çàêð³-
ïëåíèé íà äâîõ ïðóæíèõ îïîðàõ ùîäî ïîïåðå-
÷íèõ ïåðåì³ùåíü íà ê³íöÿõ. Êîðèñòóþ÷èñü íà-
âåäåíîþ ìåòîäèêîþ, ðåàë³çîâàíîþ â ðîçðîáëåí³é
ïðîãðàì³, îòðèìàºìî â³çóàë³çàö³þ ÷àñòîòè ³ ôîð-

ìè ãîëîâíèõ êîëèâàíü äëÿ âêàçàíî¿ êîìïîíîâ-
êè ä³ëÿíêè òðóáîïðîâîäó ó â³äïîâ³äíîñò³ äî
ð³âíÿíü ðîçðàõóíêó ÷àñòîòè òà ôîðìè ãîëîâíèõ

Òàáëèöÿ 2

Åêñïåðèìåíòàëüíà ïåðåâ³ðêà òî÷íîñò³ âèçíà÷åííÿ ÷àñòîò

Номер власної 

частоти 

Експериментальне 

значення, Гц 
Розраховане значення, Гц 

Похибка розрахунку,  

% 

Перша форма 66,6 67,8 1,2 

Друга форма 132,1 134,3 2,2 

Третя форма 284,2 290,1 5,9 

 

Â³çóàë³çàö³ÿ ïåðøèõ òðüîõ ôîðì âèãèáíèõ êîëèâàíü

â³ñüîâî¿ ë³í³¿ òðóáîïðîâîäó
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êîëèâàíü (ðèñóíîê).
Åêñïåðèìåíòàëüíà ïåðåâ³ðêà òî÷íîñò³ âèç-

íà÷åííÿ ÷àñòîò ïðîâîäèëàñü ç âèêîðèñòàííÿì
ÂÄ ç öèë³íäðè÷íèì ðåçîíàòîðîì [10]. Ðåçóëüòà-
òè ïîð³âíÿëüíîãî àíàë³çó íàâåäåí³ â òàáë. 2.

Ïîì³òíî, ùî ïîõèáêà çðîñòàº ç³ çðîñòàí-
íÿì ôîðìè, îäíàê çíà÷åííÿ ïîõèáêè âèçíà÷åí-
íÿ ÷àñòîòè êîëèâàííÿ íà ïåðø³é ôîðì³ º ïåðå-
êîíëèâèì àðãóìåíòîì äëÿ âèêîðèñòàííÿ ðîçðîá-
ëåíî¿ àíàë³òè÷íî¿ ìîäåë³. Äëÿ ³íøèõ ôîðì ïî-
õèáêà â ìåæàõ äîïóñòèìîãî (5%) ç óðàõóâàííÿì
òîãî ùî ðîçðàõóíîê íå âðàõîâóº òåðòÿ ³ âïëèâ
øâèäêîñò³ ïîòîêó [10].
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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå àíàëèòè÷åñêîé äëÿ ðàñ-
÷åòà è îïòèìèçàöèè âèáðîàêóñòè÷åñêîãî íàãðóçêè òðóáîïðî-
âîäîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Îòêëîíåíèå ïàðàìåòðîâ
ãåîìåòðèè òðóáîïðîâîäà îò èäåàëüíûõ è íåîäíîðîäíîñòü ìà-
òåðèàëà âëèÿþò íà âèáðîàêóñòè÷åñêèé íàãðóçêè òåõíîëîãè-
÷åñêèõ àïïàðàòîâ. Ñóùåñòâóþùèå ìíîãî÷èñëåííûå àëãîðèòìû
ðàñ÷åòîâ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé òåõíîëîãè÷åñêèõ òðóáî-
ïðîâîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îöåíêè îñíîâíîé ÷àñòîòû êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû íå ó÷èòûâàþò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñ-
òèêè. Òî÷íîñòü ÷àñòîòû êîëåáàíèé îïðåäåëåíèÿ âèáðîàêóñ-
òè÷åñêîãî íàãðóçêè çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû êîëåáàíèé, êî-
òîðóþ èíîãäà òðóäíî çàðàíåå ïðåäñêàçàòü. Ïðàêòè÷åñêèå çà-
äà÷è òðåáóþò âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ðàáîò ñ òðåáóåìîé òî÷-
íîñòüþ. Îòñóòñòâèå òî÷íîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ÷àñòîò è ôîðì
êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäîâ, êîòîðûé áû ó÷èòûâàë òèï êðåïëå-
íèÿ è ðàñïîëîæåíèÿ ñîïðîòèâëåíèå, ïðîåêòèðîâùèêè âûíóæ-
äåíû àäàïòèðîâàòü ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû è ìîäåëè ðàñ÷å-
òîâ ê êîíêðåòíûì èçìåðèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ïîýòîìó íà ïðàê-
òèêå ïðèìåíÿþò óïðîùåííûå è ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðàñ÷å-
òà. Ïðè íàëè÷èè ñîñðåäîòî÷åííûõ ìàññ è â ñëó÷àå ó÷åòà ðàññå-
ÿíèÿ ýíåðãèè â ìåñòàõ êðåïëåíèÿ òðóáîïðîâîäîâ àëãîðèòìû
ðàñ÷åòà ñòàíîâÿòñÿ áîëåå òðóäîåìêèìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
âîçìîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé òðàêòîâêè çàäà÷à ñòàíîâèò-
ñÿ âûïîëíèìîé òîëüêî ïðè óñëîâèè ââåäåíèÿ â ðàñ÷åò íåêîòî-
ðûõ óïðîùåíèé. Ïðåäëîæåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà
÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé âèáðîàêóñòè÷åñêîãî íàãðóçêè áàçè-
ðóåòñÿ íà ìåòîäå Êðûëîâà. Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ôîðì è
÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðàöè-
åé èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ. Ïðè-
âåäåííûå ðåçóëüòàòû ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìîäåëè â ïðî-
ãðàììíîé ñðåäå Python.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðî÷àñòîòíûé ìåòîä êîíòðîëÿ,
÷àñòîòà, ôîðìà êîëåáàíèé, ôóíêöèè Êðûëîâà.
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DEVELOPMENT OF AN ANALYTICAL MODEL FOR
CALCULATING AND OPTIMIZING VIBROACOUSTIC
LOADING OF TECHNOLOGICAL EQUIPMENT
PIPELINES

Oliynyk O., Taranenko Y.

Ukrainian State Chemical Technological University, Dnipro,
Ukraine

The article is devoted to the development of analytical model
for calculation and optimization of vibroacoustic load of pipelines of
technological apparatuses. A deviation of pipeline geometry from the
ideal one and the heterogeneity of material affect the vibroacoustic
load of a technological apparatus. Numerous existing algorithms for
calculating frequencies and forms of fluctuations in technological
pipelines used to estimate the fundamental frequency of a vibrational
system do not take into account dynamic characteristics. An accuracy
of an oscillation frequency of determining the vibration acoustic load
depends on the choice of the form of oscillation, which is sometimes
difficult to predict in advance. Practical tasks require performing
design work with a required accuracy. The lack of an accurate
method for calculating frequencies and forms of fluctuations in
pipelines, which would take into account a type of fastening and a
location of resistance, forces designers to adapt existing approaches
and models of calculations to specific measuring conditions. Therefore,
in practice, simplified and approximate methods of calculation are
used. In the presence of concentrated masses and in the case of
energy scattering registration in places where pipelines are fastened,
calculation algorithms become more labor intensive. In some cases,
a possibility of mathematical interpretation of a task becomes feasible
only if some simplifications are introduced. The proposed analytical
model for calculation of frequencies and forms of vibroacoustic load
oscillations is based on the Krylov method. The determination of
eigenforms and frequencies of vibrations of a pipeline is carried out
by integrating an initial differential equation of free transverse
oscillations for various types of fastening of the ends. The results of
the software implementation of the model in the Python software
environment are shown.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: vibration frequency control method, fre-
quency, waveform, Krylov function.
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