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Öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ àï-

ïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è îïðåäåëåíèå óñëîâèé èõ

ñõîäèìîñòè. Â òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ôóíêöèé

âûäåëÿþòñÿ äâà ïðîáëåìíûõ àñïåêòà. Âî-ïåðâûõ, ýòî îïðåäåëåíèå ñàìîãî ïîíÿòèÿ

òàêèõ àïïðîêñèìàöèé è ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ, à âî-âòîðûõ, âûáîð

êëàññà ïðèáëèæàåìûõ ôóíêöèé è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè âûáðàííîé ñõåìû.

Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòèå òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé

äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñòåïåííûõ ðÿäîâ, çàäàííûõ íà íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ áàçèñíûõ

ôóíêöèé. Ïîäáîð âèäà áàçèñíûõ ôóíêöèé è ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïî-

çâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî óëó÷øåíèÿ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ àï-

ïðîêñèìàíòû äëÿ íåêîòîðûõ âûäåëåííûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîçäà-

íèå ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé è

îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-

áëèæåíèÿ çàäàííîé ñòðóêòóðû. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàíò

ïðèáëèæàåìûõ ìíîãîìåðíûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïî ðàçðàáîòàííîé àâòîðàìè

ìåòîäèêå, ïðè ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðåäëîæåíî ðàçâèòèå ìîäèôèöè-

ðîâàííîãî ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îòëè÷èåì ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìáèíàöèè àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì ñóììèðîâàíèåì ïîëó÷åí-

íûõ ðÿäîâ íà îñíîâå ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå-òèïà, ÷òî ïîçâîëÿò ïîñò-

ðîèòü àëüòåðíàòèâíûå ê ñóùåñòâóþùèì ÷èñëåííûì ìåòîäàì ñõåìû ðåøåíèÿ, íå

óñòóïàþùèå èì ïî òî÷íîñòè. Åùå îäíèì ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ êîìï-

ëåêñíîñòü ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèé – îò ñîçäàíèÿ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæå-

íèé, îáîñíîâàíèÿ åãî ñõîäèìîñòè, äî èìïëåìåíòàöèè åãî â ñõåìû ðåøåíèÿ êðà-

åâûõ çàäà÷ è ñîçäàíèÿ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà

íàïðàâëåíà íà ðàçðàáîòêó íîâûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè è ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå, ðÿä Ôóðüå, êðàåâàÿ çàäà÷à,

ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñõîäèìîñòü.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è å¸ ñâÿçü ñ âàæíûìè
íàó÷íûìè è ïðàêòè÷åñêèìè çàäà÷àìè

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó èíòåðåñ ê òåîðèè
äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé óñòîé÷èâî
âîçðàñòàåò â ñâÿçè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì èõ
â ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ â îáëàñòè òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè, ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, ãåîôè-
çèêè è äð. [1]. Ýòî ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ îáîá-
ùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì
ðÿäîâ, ïîçâîëÿþùåå îñóùåñòâèòü ïðîäîëæåíèå
àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè â îáëàñòü ìåðîìîð-

ôíîñòè. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ àï-
ïðîêñèìàíò îïðåäåëÿåòñÿ êðóãîì ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì, ðàâíûì ðàññòîÿ-
íèþ äî áëèæàéøåé ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè
ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè, à íå äî ïðîèçâîëüíîé
áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè, êàê ýòî ñïðàâåäëèâî
äëÿ ðÿäîâ. Êðîìå òîãî, äàæå â ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê ïðè-
áëèæåíèÿ Ïàäå òàêæå ñõîäÿòñÿ, õîòÿ è ñ ìåíü-
øåé ñêîðîñòüþ, ÷åì â îáëàñòè ìåðîìîðôíîñòè.
Ýòî ïîçâîëÿåò èõ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîâûøåíèÿ
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ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ,
êàê àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è ÷èñëåííûõ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ óäå-
ëÿåòñÿ ðàñøèðåíèþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè àï-
ïðîêñèìàöèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöè-
ÿìè íà ðàçëè÷íûå òèïû áàçèñíûõ ôóíêöèé è
îòëè÷íûå îò êëàññè÷åñêîãî ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
àïïðîêñèìàíò – àïïðîêñèìàöèÿì Ïàäå-òèïà [2–
6]. Ñïåöèàëüíûé ïîäáîð âèäà áàçèñíûõ ôóíê-
öèé è ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïîçâî-
ëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ äîáèòüñÿ ñóùåñòâåííîãî
óëó÷øåíèÿ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ àïïðîêñèìàíòû
äëÿ íåêîòîðûõ âûäåëåííûõ êëàññîâ ôóí-
êöèé [2,3]. Ïðè ýòîì äëÿ äàëüíåéøåãî ïðàêòè-
÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ òðåáóåòñÿ îáîñíîâàíèå
ïðèìåíåíèÿ òàêèõ àïïðîêñèìàíò äëÿ êàæäîãî
êëàññà áàçèñíûõ ôóíêöèé íà îñíîâå ìåòîäîâ
òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà [4].

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì è åñòåñòâåííûì
íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé
Ïàäå-òèïà ÿâëÿåòñÿ èõ ïðèìåíåíèå äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ [4–
6]. Èñïîëüçîâàíèå ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñèìàíò
Ïàäå-òèïà îòêðûâàåò ïåðñïåêòèâû ýôôåêòèâíî-
ãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé èçìåíåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ
ïðèîðèòåòíîé îáëàñòüþ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé
òåîðèè ôóíêöèé, ãäå â ïîñëåäíèå ãîäû äîñòèã-
íóòû çíà÷èòåëüíûå óñïåõè [2–6]. Â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè ðàáîòàþò âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû ÑØÀ,
åâðîïåéñêèõ ñòðàí, Ðîññèè, Êèòàÿ, Èíäèè è
äð. [4–12].

Àíàëèç ïóáëèêàöèé, ïîëîæèâøèõ íà÷àëî ðå-
øåíèþ íåðåø¸ííûõ ÷àñòåé ïðîáëåìû

Ñóùåñòâóþùèé óðîâåíü ðàçâèòèÿ òåîðèè
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-
íûõ äàåò âîçìîæíîñòü ðåøèòü ðÿä ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè ïðèáëèæåíèé, êîòîðûå
íå ïîçâîëÿëè øèðîêî èñïîëüçîâàòü åå ðàíåå. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ ïðîáëåìû ñõîäè-
ìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ ñ âîçðàñòàíèåì èíäåêñîâ
÷ëåíîâ ðÿäà, âêëþ÷åííûõ â ÷àñòè÷íóþ ñóììó.
Îöåíêà ñêîðîñòè òàêîé ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìà
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óñå÷åííîãî ðÿäà,
èñïîëüçóåìîãî â ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ. Â
çàâèñèìîñòè îò âèäà öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîìåð-
íîãî ìíîæåñòâà íîìåðîâ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà
ðàçëè÷àþò ñõîäèìîñòü ïî Ïðèíãñõåéìó, ïî òðå-
óãîëüíèêàì, ïî ñôåðàì, u-ñõîäèìîñòü è ò.ä. [8,9].
Ñëåäóþùåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå
îáëàñòè ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â

ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ àïïðîê-
ñèìèðóåìîé ôóíêöèè. Åùå îäíîé ïðîáëåìîé
ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé Ïàäå-òèïà äëÿ
ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ äîë-
æíà áûòü ðåøåíà â ïðîöåññå íàñòîÿùèõ èññëå-
äîâàíèé, ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü âûáîðà
ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ êðàòíîãî ðÿäà äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ àïïðîêñèìàíòû çàäàííîé ñòðóêòóðû, èëè
íåâîçìîæíîñòü òàêîãî âûáîðà [1,7].

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ñîçäàíèÿ
ýôôåêòèâíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðàÿ, ïî ñóòè, ÿâëÿåòñÿ îñ-
íîâíîé ïðîáëåìîé âñåé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè-
êè. Îñîáóþ âàæíîñòü ýòîé ïðîáëåìå ïðèäàåò òî,
÷òî ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷ âî ìíîãîì èñ÷åðïàëè ñåáÿ, è òðå-
áóåòñÿ ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîäõîäîâ ñ ãàðàíòèðî-
âàííîé èëè îïðåäåëåííîé çàðàíåå ñõîäèìîñòüþ,
îñîáåííî äëÿ ðåøåíèÿ óñëîæíåííûõ íåêàíîíè-
÷åñêèõ çàäà÷ [13].

Íàìè ðàíåå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðè-
îðèòåò â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè è ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü õîä èññëåäîâàíèé. Òàê, ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè êðàòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ò.í. ïðàâèëüíî ïåðåñ÷èòû-
âàåìûõ ìíîæåñòâ [14], ïîä îïðåäåëåíèå êîòî-
ðûõ ïîäïàäàþò ïðàêòè÷åñêè âñå èçâåñòíûå òèïû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ êîýôôèöèåíòîâ.
Ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ îöåíêè ñõîäèìîñòè ìíîãî-
ìåðíûõ ðÿäîâ Ôóðüå íà îñíîâàíèè íîâîé âàðè-
àöèè ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ðàçðà-
áîòàí è îáîñíîâàí àñèìïòîòè÷åñêèé ìîäèôè-
öèðîâàííûé ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåò-
ðó [15], ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ìåòîä îñíî-
âàí íà ïðèìåíåíèè ìíîãîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé
Ïàäå-òèïà è ñïåöèàëüíîé ñõåìû èõ ïîñòðîåíèÿ.

Ôîðìóëèðîâàíèå öåëåé ñòàòüè
Öåëüþ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà

ìåòîäèêè ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé òèïà Ïàäå äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è
îïðåäåëåíèå óñëîâèé èõ ñõîäèìîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì, íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå íàïðàâëåíî íà
ðåøåíèå ïðèîðèòåòíîé íàó÷íîé çàäà÷è – ðàç-
ðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êðàåâûõ çàäà÷
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ðàçâèòèÿ òåîðèè ïðè-
áëèæåíèé ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèìåíåíèå êîìáèíàöèè àñèìïòîòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì
ñóììèðîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ íà îñíîâå
ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé òèïà Ïàäå, ÷òî
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ïîçâîëÿò ïîñòðîèòü àëüòåðíàòèâíûå ê ñóùåñòâó-
þùèì ÷èñëåííûì ìåòîäàì ñõåìû ðåøåíèÿ, ïðå-
âîñõîäÿùèå èõ ïî òî÷íîñòè. Åùå îäíèì ñóùå-
ñòâåííûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîñòü
ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèé – îò ñîçäàíèÿ ìåòî-
äà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé, îáîñíîâàíèÿ åãî
ñõîäèìîñòè, äî èìïëåìåíòàöèè åãî â ñõåìû ðå-
øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ñîçäàíèÿ ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàìì.

Èçëîæåíèå îñíîâíîãî ìàòåðèàëà èññëåäîâà-
íèÿ

Âûáîð âèäà è ñõåìû ïîñòðîåíèå àïïðîê-
ñèìàíòû òèïà Ïàäå.

Ðàññìîòðèì ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2[(a1,b1)(a2,b2)] äâó-
ìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé f(x,y) êîìïëåêñ-
íûõ ïåðåìåííûõ x1 è x2 ñ êâàäðàòè÷íîé ìåðîé
íà ïðÿìîóãîëüíèêå (a1,b1)(a2,b2), èíòåãðèðóåìûõ
íà ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ãðàíèöû ïðÿìîóãîëü-
íèêà ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íû-
ìè. Â êà÷åñòâå áàçèñà òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ìî-
æåò áûòü âûáðàíî ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
B, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé B1={e1k,

 ,1k } è B2={e2j,  ,1j } ïî îòäåëüíûì êîîðäèíà-
òàì âèäà

B={e1ke2j,  ,1k ,  ,1j }.                              (1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü
îäíîìåðíûå áàçèñíûå ôóíêöèè äâóõ íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåííûõ âèäîâ – ñòåïåííûå ïî ñîîò-
âåòñòâóþùåé êîîðäèíàòå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
(â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè). Òàêèì îáðàçîì,
áàçèñíûå ôóíêöèè ìîãóò èìåòü âèä

enk=(exp(r+iq))k=exp(k(r+iq)),  (2)

ãäå xn=exp(r+iq) â ñëó÷àå ñòåïåííûõ ôóíêöèé,
xn=q, r=0 â ñëó÷àå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ðàçëî-
æåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðîñòðàíñòâà ïî áàçèñó â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíûé îáîáùåííûé ñòå-
ïåííîé ðÿä âèäà

k p

kp 11 21

k,p 1

f a (e ) (e ) .




    (3)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâóìåð-
íîãî äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îáîá-
ùåííîãî ðÿäà (3) ïîäõîä, àíàëîãè÷íûé ïðåäëî-
æåííîìó äëÿ îäíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé òèïà

Ïàäå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå ôóíêöèîíàë
âèäà Ïàäå, ñâÿçàííîãî ñ çàäàííûì îáîáùåííûì
ñòåïåííûì ðÿäîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàí äâóìåðíûé ñòå-
ïåííîé ðÿä

k p

kp 1 2

k,p 1

S a (x ) (x )




 

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ x1 è x2 è ñâÿçàííàÿ ñ
íèì àïïðîêñèìàíòà òèïà Ïàäå P[m1,
n1/m2,n2](x1,x2) â ñìûñëå [15]. Ôóíêöèîíàëîì
âèäà Ïàäå GPGS[m1,n1/m2,n2](f1,f2), ñâÿçàííûì ñ
çàäàííûì îáîáùåííûì ñòåïåííûì ðÿäîì

k p

kp 1 2

k,p 1

GS a (f ) (f )




 

îò êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ýòèõ æå ïåðåìåííûõ
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàë âèäà

1 1 2 2

GS 1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2 x f ,x f

GP [m , n / m ,n ](f , f )

P[m ,n / m , n ](x , x ) .
 



   
(4)

Ýòî îïðåäåëåíèå äàåò âèä äâóìåðíîé àï-
ïðîêñèìàíòû òèïà Ïàäå, îòëè÷íûé îò èñïîëüçî-
âàííûõ ðàíåå [3], è èìåþùèé ïðåèìóùåñòâà äëÿ
åãî êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ [15]. Èñïîëü-
çîâàíèå àïïðîêñèìàíòû òèïà Ïàäå â âèäå çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà âèäà Ïàäå, ñâÿçàííîãî ñ çà-
äàííûì îáîáùåííûì ñòåïåííûì ðÿäîì (äàëåå
– ôóíêöèîíàëà òèïà Ïàäå), ïîçâîëÿåò ïðåäñòà-
âèòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ åå äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé â âèäå ñëåäóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé.

1. Âûáèðàåòñÿ âèä áàçèñîâ ïî îòäåëüíûì
ïåðåìåííûì B1, B2 è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà B.

2. Àïïðîêñèìèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå (3).

3. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà äâóõ êîìïëåêñíûõ
ïåðåìåííûõ x1 è x2 ñ ñîâïàäàþùèìè ñ (3) êîýô-
ôèöèåíòàìè ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå àïïðîê-
ñèìàíòû òèïà Ïàäå P[m1,n1/m2,n2](x1,x2) â ñìûñ-
ëå [15].

4. Ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà áàçèñíûõ
ôóíêöèé â ôóíêöèîíàë òèïà Ïàäå.

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà, íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàíòû
òèïà Ïàäå ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé ÷èñëèòåëÿ è
çíàìåíàòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè äâóìåð-
íîé àïïðîêñèìàíòû òèïà Ïàäå.
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Â òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé äðîáíî-
ðàöèîíàëüíûìè àïïðîêñèìàíòàìè ïðèíÿòî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü â ñìûñëå òåîðåì òèïà
Ìîíòåññó äå Áîëîðà [1], êîòîðûå îïðåäåëÿþò
ýôôåêòèâíîå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìå-
ðîìîðôíîé ôóíêöèè çà ïðåäåëû ðàäèóñà ñõîäè-
ìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Àâòîðû ðàáîò ïî Ôó-
ðüå-Ïàäå àïïðîêñèìàöèÿì ðàññìàòðèâàþò â îñ-
íîâíîì âîïðîñ ìàêñèìàëüíîãî êàñàíèÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãëàäêîé ôóíêöèè ñ
ðåãóëÿðíî óáûâàþùèìè êîýôôèöèåíòàìè è àï-
ïðîêñèìàíòû Ôóðüå-Ïàäå [3]. Â ýòîì ñëó÷àå î
ïðîäîëæåíèè ðå÷ü íå èäåò – òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé è â êîì-
ïëåêñíîé ôîðìå âñåãäà ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íî-
ìó êðóãó. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ãëàäêèå
èíòåãðèðóåìûå ôóíêöèè, ÷òî ñàìî ïî ñåáå ïðåä-
ïîëàãàåò îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê òèïà ïîëþñà
èëè ñóùåñòâåííî îñîáûõ òî÷åê.

Âòîðîé ïîäõîä íå íàõîäèò îáîñíîâàíèÿ ñ
òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ àïï-
ðîêñèìàíò, ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëè-
çèðóåòñÿ ñõîäèìîñòü ïåðâîãî òèïà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëà òèïà Ïàäå ê çíà-
÷åíèþ ñàìîé ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷-
íî òðèâèàëüíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè enk íå èìå-
þò îñîáûõ òî÷åê (êðîìå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êè â ñëó÷àå ñòåïåííûõ ôóíêöèé). Åäèíñòâåí-
íûì îãðàíè÷åíèåì îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè ïî ïåðåìåííîé, êî-
òîðàÿ âïîñëåäñòâèè çàìåíÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé ôóíêöèåé, ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî
êðóãà [3]. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå îäíîìåðíûé
ðÿä, ñîñòîÿùèé èç êîýôôèöèåíòîâ akp (3), ïðè
ñóììèðîâàíèè ïî èíäåêñó ýòîé ïåðåìåííîé ðàñ-
õîäèòñÿ, òî îïðåäåëåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ íà îñíîâå äðóãèõ
áàçèñíûõ ôóíêöèé.

Ïðè îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äâóìåð-
íîé àïïðîêñèìàíòû ê ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè
ïî êîýôôèöèåíòàì èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà ñêî-
ðîñòè óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî
ðÿäà [1,3]. Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàíòû
òèïà Ïàäå P[m1,n1/m2,n2](x1,x2) ïî ñõåìå [15],
èñïîëüçóþòñÿ ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ äâó-
ìåðíîãî ðÿäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíî ïå-
ðåñ÷èòûâàåìûìè ïðè ìîíîòîííîì âîçðàñòàíèè
ìèíèìàëüíîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé
m1,n1,m2 è n2. Íà îãðàíè÷åííîì ïðÿìîóãîëüíè-
êå (a1,b1)(a2,b2) áàçèñíûå ôóíêöèè îáîèõ òèïîâ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè,
ïîýòîìó ñêîðîñòü óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ (3) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ìåòîäèêå [14].

Ïðèìåíåíèå äâóìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Äâóìåðíûå àïïðîêñèìàöèè ìîãóò áûòü
ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ íà îñíîâå ðàçâèòèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî
ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó (MMPC).
Îòëè÷èåì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìáè-
íàöèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàå-
âûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì ñóììèðîâàíèåì ïîëó-
÷åííûõ ðÿäîâ íà îñíîâå ìíîãîìåðíûõ àïïðîê-
ñèìàöèé Ïàäå-òèïà [15]. Èñõîäíîå îáûêíîâåí-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê îäíîìó èç âèäîâ – íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé èëè ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé ñâÿçàííûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìàÿòíèêîâ. Ââåäåíèå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâî-
ëÿåò ñâåñòè ýòè ñèñòåìû ê ðåøåíèÿì, ÿâëÿþ-
ùèìñÿ ðàçëîæåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ïî ñòåïåííûì èëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
ôóíêöèÿì. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ÷åòà äëÿ
ïîëó÷åííûõ äâîéíûõ ðÿäîâ öåëåñîîáðàçíî ïðè-
ìåíèòü ïðåäëîæåííóþ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìå-
òîäèêó.

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ïðèìåð êîëåáàíèé
äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìå äâóõ îäèíàêî-
âûõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ èìåþò âèä

2

1 1 2x x x 0,     (5)

2

2 2 1x x x 0.     (6)

Çäåñü x1, x2 – îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ;  – ÷àñòîòà ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêîâ (ïàðöèàëüíàÿ ÷àñòî-
òà);  – êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíó
ñâÿçè ìåæäó ìàÿòíèêàìè.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (5), (6) èìååò âèä

1 1

2

x A cos(( )t )

Bsin(( )t );

   

      (7)

2 1

2

x A cos(( )t )

Bsin(( )t ),

   

      
(8)

ãäå àìïëèòóäû A, B è ôàçû 1, 2 îïðåäåëÿþòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Äëÿ íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ íà
âåëè÷èíû a è b ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ
ïîëó÷èì äëÿ àìïëèòóä âûðàæåíèÿ âèäà

A=0,5(a+b), B=0,5(a–b);          (9)
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y1=y2=0.  (10)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà, íàïðè-
ìåð, a#0, b=0. Òîãäà A=B=0,5a è òî÷íîå ðåøå-
íèå èìååò âèä

1x (t) a cos( t) cos( t);      (11)

2x (t) a sin( t)sin( t).      (12)

Ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñèìà-
öèþ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5)–(6) ïî ñõåìå
MMPC [15]. Ââåäåì â ñèñòåìó (5)–(6) èñêóññò-
âåííûé ìàëûé ïàðàìåòð  ñëåäóþùèì îáðàçîì

2

1 2 1x ( x x );      (13)

2

2 1 2x ( x x ).      (14)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäîâ

i

j ij

i 0

x x , j 1, 2.




     (15)

Äëÿ 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïðåäåëüíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé

01 02x x 0;  

01 02x a, x 0.    (16)

Äëÿ 1 ïîëó÷èì
2

11x a; 

12x a; 

2 2 2

11 12x 0,5 at ,  x 0,5 at ,       (17)

äëÿ 2 – ñèñòåìó âèäà

4 2 2

21x 0,5a( ) t ;    

2 2

22x a t ;    

4 2 4 2 4

21 22

1 1
x a( ) t ,  x a t ,

24 12
           (18)

à äëÿ 3 – ñèñòåìó âèäà

2
4 2 4

31

a
x ( 3 ) t ;

24


     

4 2 4

32

a
x (3 ) t ;

24


    

2
4 2 6

31

4 2 6

32

a
x ( 3 ) t ;

6!

a
x (3 ) t .

6!


     


   

  
(19)

Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé x=t2 è ïîëó÷èì
ïðèáëèæåíèå â âèäå äâîéíûõ ðÿäîâ

2 4 2 2 2

1

2
4 2 3 3

2
4 2 2 2

2
4 2 3 3

1 1
x a a a( )

2 24

a
( 3 )

6!

1
a(1 ( )

2 4!

( 3 ) );
6!

          


      


         


     

 

(20)

2 2 2

2

4 2 3 3

2 4 2 2 2

1 1
x a a

2 12

a
(3 )

6!

1 1 1
a ( (3 ) ).

2 4! 6!

       


      

          

  

(21)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà äâîéíûõ ñòåïåí-
íûõ ðÿäà â ñêîáêàõ, ïî êîòîðûì ïîñòðîèì äâó-
ìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ òèïà Ïàäå. Ïîñòðîèì òàá-
ëèöû êîýôôèöèåíòîâ èìåþùèõñÿ ÷ëåíîâ äâîé-
íûõ ðÿäîâ (òàáë. 1,2).

Äëÿ èìåþùåãîñÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ
âîçìîæíî ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàíò òèïà Ïàäå
âèäà

i i i i

00 10 01 11
i i i 1

10 01 11

P P P P
P[1,1/1,1]( , ) ,

1 Q Q Q

i 1, 2

     
  

     


  

(22)

íà îñíîâå âûáîðà îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà
êîýôôèöèåíòîâ [15] âèäà

I(n; m)={(0;0); (1;0); (0;1); (1;1); (2;1);
(1;2); (2;2)}.                    (23)
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Òàáëèöà 1

Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ äâîéíîãî ðÿäà x1

№ по  
№ по  

0 1 2 3 

0 2 0 0 0 

1 0 
2

2

1
  0 0 

2 0 0 )(
!4

1 24   0 

3 0 0 0 )3(
!6

24
2




  

 
Òàáëèöà 2

Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ äâîéíîãî ðÿäà x2

№ по  
№ по ε 

0 1 2 

0 
2

1
 0 0 

1 0 
2

!4

1
  0 

2 0 0 )3(
!6

1 24   

 
Èíäåêñ i=1 ñîîòâåòñòâóåò ðÿäó (20), i=2 –

(21).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çíàìåíà-

òåëÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ x1 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1;2): 2 1

01

1
0 Q ;

2
  

(2;1): 2 1

10

1
0 Q ;

2
  

(2;2): 4 2 2 1

11

1 1
0 ( ) Q .

4! 2
    

Ñëåäîâàòåëüíî

4 2
1 1 1

10 01 11 2
Q Q 0,Q .

12

 
  


  (24)

Äëÿ x2 ïîëó÷èì

(1;2): 2

01

1
0 Q ;

2


(2;1): 
2

10

1
0 Q ;

2


(2;2): 4 2 2 1

11

1 1
0 (3 ) Q .

6! 4!
     

Ñëåäîâàòåëüíî

4 2
2 2 2

10 01 11 2

3
Q Q 0,Q .

30

 
  


  (25)

Êîýôôèöèåíòû ÷èñëèòåëÿ íàõîäÿòñÿ ïîä-
ñòàíîâêîé (24)–(25) â óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàâøèõ-
ñÿ òî÷åê îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà (23). Äëÿ x1

ïîëó÷èì

(0;0) 
1

00P 2;

(1;0) 
1

10P 0;

(0;1) 
1

01P 0;

(1;1)
1 2 1 2

11 11

4 2 2 4

2 2

1 1
P 2Q

2 2

2
,

6 6

       

    
 

 

  
(26)

äëÿ x2

(0;0) 2

00

1
P ;

2


(1;0) 
2

10P 0;

(0;1) 
2

01P 0;

(1;1)

 

2 2 2 2

11 11

4 2 4 2

2 2

1 1 1
P Q

4! 2 4!

1 3 2
.

2 30 60

       

    
 

 

  
(27)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

2 4

2

1 4 2

2

2 2 4

2 4 2

2
2

6x ( , ) a
3

1
30

6 ( 2 )
2a ;

12 ( )

  
 

   
 

 


     


     

 

(28)
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4 2

2

2 4 2

2

2 4 2

2 4 2

1 2

2 60x ( , ) a

1
12

a 30 ( 2 )
.

5 12 ( )

  
 

     
  

 


      
 

     

  

(29)

Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðè =1 ïîëó÷èì

2 2 4 2

1 2 4 2 2

6 ( 2 )t
x (t) 2a ;

12 ( )t

    


   
  (30)

2 4 2 2
2

2 2 4 2 2

a 30 ( 2 )t
x (t) t .

5 12 ( )t

     


   
  (31)

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ñõåìó ââåäåíèÿ ìàëîãî
ïàðàìåòðà:

2

1 1 2x x x ;     (32)

2

2 2 1x x x .     (33)

Ðåøåíèå òàêæå èùåì â âèäå (15).
Äëÿ 0 ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ïðåäåëüíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé

2

01 01x x 0; 

2

02 02x x 0; 

01 02x a cos( t), x 0.      (34)

Äëÿ 1 ïîëó÷èì

2

11 11x x 0; 

2

12 12x x a cos( t);    

11 12

a
x 0, x t sin( t).

2


     


  (35)

Äëÿ 2 – ñèñòåìó âèäà

2

21 21

a
x x t sin( t);

2


     




2

22 22x x 0; 

2
2

21 2

2

023

a
x t cos( t)

8

a
t sin( t), x 0.

8


    




    


  (36)

Äëÿ 3 – ñèñòåìó âèäà

2

31 31x x 0; 

3
2 2

32 32 2

3

3

a
x x t cos( t)

8

a
t sin( t);

8


     




   




3
2

31 32 3

3 3
3

3 4

a
x 0, x t cos( t)

16

a a
( t t) sin( t).
48 16


     


 

     
 

  
(37)

Ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå â âèäå äâîéíûõ ðÿ-
äîâ

1

2
2 2

3

x a cos( t)

a
( t cos( t) t sin( t)) ;

8

   


       


  (38)

3

4
2

2 2

a a
sin( t) (3 t cos( t)

x t .2 48

( t 3)sin( t))

  
           
      

 
(39)

Ðàçëîæèì ñåêóëÿðíûå ÷ëåíû â ðÿäû ïî òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì íà ó÷àñòêå  ,     
è âîçüìåì îòðåçîê èç ïåðâûõ ÷ëåíîâ:

2

2

t cos( t) t sin( t)

6 3 7
cos( t) cos(2 t);

3 9

      

 
     

  

2

2

3 t cos( t) t sin( t)

27 2 3 9 4
sin(k t) 2 sin(2k t).

6 9

      

   
    

 

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæà-
ùèå îòðåçêè äâîéíûõ ðÿäîâ
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2
2

4

2 2
2

1 4

2
2

4

3
cos( t)

4

( 3)
x a cos( t) ;

24

7
cos(2 t)

72

 
     

   
       

 
    

  

(40)

2 2
2

2 4

2
2

4

sin( t)

a (27 2 3)
x t sin( t) .

2 144

(9 4)
sin( t)

108

 
  
 

              
 

     
 

 (41)

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûå âåëè÷èíû

2 2 2
i t 2 2 i t

1 4 4

2
2 2i t

4

3 ( 3)
X e e

4 24

7
e ;

72

 



   
     

 


 


  
(42)

2 2
i t 2 i t

2 4

2
2 2i t

4

(27 2 3)
X e e

144

(9 4)
e ,

108

 



   
   


 

 


  
(43)

ñâÿçàííûå ñ àïïðîêñèìèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
çàâèñèìîñòÿìè

1 1x a Re(X );   (44)

2 2

t
x a Im(X ).

2


  


  (45)

Ïîñòðîèì òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ ÷ëåíîâ
äâîéíûõ ðÿäîâ (42), (43) (òàáë. 3,4).

Äëÿ èìåþùåãîñÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ
ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèîíàëû òèïà Ïàäå âèäà

j

j j 2 j i t j 2 i t

00 10 01 11

j 2 j i t j 2 i t

10 01 11

GP [1,1/1,1]( , fj)

P P P e P e
,

1 Q Q e Q e

j 1,2,

 

 

 

    


    



  
(46)

íà îñíîâå îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà êîýôôè-
öèåíòîâ âèäà

I(n; m)={(0;0); (1;0); (0;1); (1;1); (2;1);
(1;2); (2;2)}.                            (47)

Òàáëèöà 3

Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ äâîéíîãî ðÿäà X1

№ по 
iωte  

№ по 2 

0 1 2 

0 0 1 0 

1 
4

2

4

3




  

4

22

24

)3(




 

4

2

72

7




  

 
Òàáëèöà 4

Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ äâîéíîãî ðÿäà X2

№ по 
iωte  

№ по 2 

0 1 2 

0 0 1 0 

1 0 
4

22

144

)3227(




  

4

2

108

)49(




 

 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çíàìåíà-

òåëÿ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ (42) ïîëó÷èì ñëåäóþùèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1;2): 

2 2 2
1

014 4

7 ( 3)
0 Q ;

72 24

   
  

 

(2;1): 

2 2
1

104

( 3)
0 Q ;

24

  




(2;2): 

2 2
1

114

( 3)
0 Q .

24

  



Ñëåäîâàòåëüíî

1 1 1

10 11 01 2

3
Q Q 0,Q .

7( 3)
  

    (48)

Êîýôôèöèåíòû ÷èñëèòåëÿ íàõîäÿòñÿ ïîä-
ñòàíîâêîé (48) â óðàâíåíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ òî-
÷åê îïðåäåëÿþùåãî ìíîæåñòâà (47). Äëÿ (42)
ïîëó÷èì

(0;0) 
1

00P 0;

(1;0) 

2
1

10 4

3
P ;

4


 



(0;1) 
1

01P 1;
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(1;1) 

2 2
1

11 4

( 3)
P .

24

  



                      (49)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

2 2 2
2 i t 2 i t

4 4

1
i t

2

3 ( 3)
e e

4 24X ( , t) a .
3

1 e
7( 3)

 



   
    

  


 
 
(50)

Äëÿ ðàñ÷åòà (45) ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå
äåéñòâèÿ, êîòîðûå íå ïðèâåäåíû â ñòàòüå â ñèëó
èõ ïîäîáèÿ.

×èñëåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ,

íàïðèìåð x1 (ðèñ. 1) ïðè =4 è =0,5 ïî ôîðìó-
ëàì (20) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è (28) (ïóíêòèð)
ïîêàçûâàåò ïðåèìóùåñòâî ïîñëåäíåé ôîðìóëû
íà ïîëîâèíå ïåðèîäà ïðè ïðèáëèæåíèè òî÷íî-
ãî ðåçóëüòàòà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).

×èñëåííîå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ,
íàïðèìåð x1 (ðèñ. 2) ïðè =4 è =0,5 ïî ôîðìó-
ëàì (40) (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è (50) (ïóíêòèð)
ïîêàçûâàåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ òî÷íûì ðå-
çóëüòàòîì (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) óæå íà ïåðèîäå.

Âûâîäû
Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåð-

íûõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ
ðàçëè÷íûõ âèäîâ áàçèñíûõ ôóíêöèé è îïðåäå-
ëåíèå ìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà, íåîáõî-
äèìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ çàäàííîé

0 0.065 0.131 0.196 0.262 0.327 0.393 
1  

0.5  

0 

0.5 

1 

f1 ww t  ll  ( ) 

f2 ww t  ll  ( ) 

f3 ww t  ll  ( ) 

t 

0 0.262 0.524 0.785 1.047 1.309 1.571 
1  

0.5  

0 

0.5 

1 

f1 ww t  ll  ( ) 

f5 ww t  ll  ( ) 

f4 ww t  ll  ( ) 

t 
Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè

Ðèñ. 1. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè
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ñòðóêòóðû. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
àïïðîêñèìàíò ïðèáëèæàåìûõ ìíîãîìåðíûõ
ôóíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòî-
äèêå, ïðè ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ ôóíêöèÿõ. Ïðåä-
ëîæåíî ðàçâèòèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà
ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó (MMPC) íà îñíîâå
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäè-
êà ïðèìåíÿåò êîìáèíàöèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñ îáîáùåííûì
ñóììèðîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ íà îñíîâå
ìíîãîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé Ïàäå-òèïà, ÷òî
ïîçâîëÿåò ñòðîèòü àëüòåðíàòèâíûå ê ñóùåñòâó-
þùèì ÷èñëåííûì ìåòîäàì ñõåìû ðåøåíèÿ, íå
óñòóïàþùèå èì ïî òî÷íîñòè. Ñîçäàí ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé, îáîñíîâàíî åãî ñõîäè-
ìîñòü, ïîêàçàí ñïîñîá åãî èìïëåìåíòàöèè â ñõå-
ìû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ïîëó÷åíû ïðàêòè-
÷åñêèå ðàñ÷åòû ïðèìåðà êîëåáàíèÿ ñèñòåìû ñâÿ-
çàííûõ ìàÿòíèêîâ, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà îñíîâå ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàìì. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ðàáîòîñïîñîá-
íîñòü ìåòîäà è âîçìîæíîñòü çà ñ÷åò åãî ïðèìå-
íåíèÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.
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ÏÈÒÀÍÍß ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÁÀÃÀÒÎÂÈÌ²ÐÍÈÕ
ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖ²É ÒÈÏÓ ÏÀÄÅ ÄËß ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ
Ï²ÄÑÓÌÎÂÓÂÀÍÍß ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×

Îëåâñüêèé Â.²., Îëåâñüêà Þ.Á., Íàóìåíêî Ò.Ñ., Øàïêà ².Â.

Ìåòà ö³º¿ ðîáîòè º ðîçðîáêà ìåòîäèêè ïîáóäîâè áàãà-
òîâèì³ðíèõ àïðîêñèìàö³é òèïó Ïàäå äëÿ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâèõ
çàäà÷ ³ âèçíà÷åííÿ óìîâ ¿õ çá³æíîñò³. Ó òåîð³¿ áàãàòîâèì³ðíèõ
äð³áíî-ðàö³îíàëüíèõ àïðîêñèìàö³é ôóíêö³é âèä³ëÿþòüñÿ äâà
ïðîáëåìí³ àñïåêòè. Ïî-ïåðøå, öå âèçíà÷åííÿ ñàìîãî ïîíÿòòÿ
òàêèõ àïðîêñèìàö³é ³ ñïîñîáó ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ, à ïî-äðó-
ãå, âèá³ð êëàñó íàáëèæåíèõ ôóíêö³é ³ äîêàç çá³æíîñò³ îáðàíî¿
ñõåìè. Ïðîïîíóºòüñÿ ðîçâèòîê òåîð³¿ áàãàòîâèì³ðíèõ äð³áíî-
ðàö³îíàëüíèõ íàáëèæåíü äëÿ àïðîêñèìàö³¿ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â,
çàäàíèõ íà äåÿêèõ ñèñòåìàõ áàçèñíèõ ôóíêö³é. Ï³äá³ð âèäó áà-
çèñíèõ ôóíêö³é ³ ìåòîäó ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ äîçâîëÿº â íèçö³
âèïàäê³â äîìîãòèñÿ ³ñòîòíîãî ïîë³ïøåííÿ êîðèñíèõ âëàñòèâî-
ñòåé àïðîêñèìàíòè äëÿ äåÿêèõ âèä³ëåíèõ êëàñ³â ôóíêö³é. Ðîç-
ãëÿäàºòüñÿ ñòâîðåííÿ ñïîñîáó ïîáóäîâè òàêèõ áàãàòîâèì³ðíèõ
äð³áíî-ðàö³îíàëüíèõ íàáëèæåíü ³ âèçíà÷åííÿ áåçë³÷³ êîåô³ö³ºíò³â
ðÿäó, íåîáõ³äíèõ äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ çàäàíî¿ ñòðóêòóðè.
Âèçíà÷åí³ óìîâè çá³æíîñò³ àïðîêñèìàíò íàáëèæåíèõ áàãàòî-
âèì³ðíèõ ôóíêö³é, ïîáóäîâàíèõ çà ðîçðîáëåíîþ àâòîðàìè ìå-
òîäèêîþ, ïðè ð³çíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³ÿõ. Çàïðîïîíîâàíî ðîçâè-
òîê ìîäèô³êîâàíîãî ìåòîäó ïðîäîâæåííÿ ïî ïàðàìåòðó íà
îñíîâ³ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. Â³äì³íí³ñòþ çàïðîïîíîâàíî¿
ìåòîäèêè º çàñòîñóâàííÿ êîìá³íàö³¿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîä³â
âèð³øåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ç óçàãàëüíåíèì ï³äñóìîâóâàííÿì îò-
ðèìàíèõ ðÿä³â íà îñíîâ³ áàãàòîâèì³ðíèõ àïðîêñèìàö³é Ïàäå-
òèïó, ùî äîçâîëÿòü ïîáóäóâàòè àëüòåðíàòèâí³ äî ³ñíóþ÷èõ
÷èñåëüíèõ ìåòîä³â ñõåìè ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ íå ïîñòóïàþòüñÿ ¿ì çà
òî÷í³ñòþ. Ùå îäí³ºþ ³ñòîòíîþ â³äì³íí³ñòþ º êîìïëåêñí³ñòü
äîñë³äæåíü – â³ä ñòâîðåííÿ ìåòîäó ïîáóäîâè íàáëèæåíü, îá-
´ðóíòóâàííÿ éîãî çá³æíîñò³, äî ³ìïëåìåíòàö³¿ éîãî â ñõåìè
ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ³ ñòâîðåííÿ ïðèêëàäíèõ ïðîãðàì.
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Òàêèì ÷èíîì, ðîáîòà ñïðÿìîâàíà íà ðîçðîáêó íîâèõ ìåòîä³â
ðîçðàõóíêó êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ³ ðîçâèòêó
òåîð³¿ íàáëèæåíü ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áàãàòîâèì³ðíà àïðîêñèìàö³ÿ Ïàäå, ðÿä
Ôóð’º, êðàéîâà çàäà÷à, ôóíêö³¿ äåê³ëüêîõ çì³ííèõ, çá³æí³ñòü.

QUESTIONS OF USING MULTIDIMENSIONAL PADE-
TYPE APPROXIMATIONS FOR THE GENERALIZED
SUMMARY OF THE DECISIONS OF THE BOUNDARY-
VALUE PROBLEMS

Olevsky V.I. a, Olevskaya Yu.B. b, Naumenko T.S. a, Shapka I.V. a

a Ukrainian State University of Chemical Technology, Dnipro,
Ukraine

b Dnieper Polytechnic, Dnipro, Ukraine

The aim of this work is to develop a methodology for
constructing multidimensional Pade approximants for solving boundary
value problems and determining the conditions for their convergence.
In the theory of multidimensional fractional-rational function
approximations, two problem aspects are distinguished. First, it is
the definition of the very concept of such approximations and the
method of constructing the approximation, and secondly, the choice
of the class of approximable functions and the proof of the convergence
of the chosen scheme. We propose the development of the theory of
multidimensional fractional-rational approximations for the
approximation of power series defined on certain systems of basis
functions. The choice of the form of the basis functions and the
method of constructing the approximation makes it possible in a
number of cases to achieve a substantial improvement in the useful
properties of approximants for certain distinguished classes of functions.
We consider the creation of a method for constructing such
multidimensional fractional-rational approximations and determining
the set of coefficients of the series necessary for constructing an
approximation of a given structure. Conditions for the convergence
of approximants of approximate multidimensional functions constructed
according to the method developed by the authors are determined for
various basic functions. The development of a modified method of
continuation by the parameter based on the results obtained is
proposed. The difference between the proposed method is the use of
a combination of asymptotic methods for solving boundary value
problems with a generalized summation of the obtained series on the
basis of multidimensional Padé-type approximations, which will allow
constructing alternative solutions to existing numerical methods that
are not inferior in accuracy. Another important difference is the
complexity of the research – from the creation of the method of
constructing approximations, the justification of its convergence, to
its implementation in the solution of boundary value problems and
the creation of application programs. Thus, the present work is aimed
at developing new methods for calculating the boundary value problems
of mathematical physics and developing the theory of approximation
of functions of several variables.

Keywords: multidimensional Pade approximant, Fourier
series, boundary value problem, functions of several variables,
convergence.
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