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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è â êîíå÷íîìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îíè âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè

ñëîæíûõ ñèñòåì â ýêîíîìèêå, ôèíàíñàõ, óïðàâëåíèè, òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ,

íà òðàíñïîðòå, ïðîåêòèðîâàíèè, èíôîðìàòèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Èçâåñòíî, ÷òî ê

ýòîìó êëàññó çàäà÷ ïðåîáðàçóþòñÿ äèñêðåòíûå çàäà÷è, à òàêæå çàäà÷è ðåøåíèÿ

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è äðóãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøå-

íèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö, ïîëóîïðåäå-

ëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå, äâîéñòâåííûå ìåòîäû, ãåíåòè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå

ìåòîäû è ìíîãèå äðóãèå. Ýòè ìåòîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çà-

äà÷, à òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñ-

ïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ñóùåñòâóþùèå

ìåòîäû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Îäíàêî ýòè ìåòîäû íå ãàðàí-

òèðóþò ïîëó÷åíèå íàèëó÷øèõ ðåøåíèé â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Âûïóêëàÿ ðåëàêñà-

öèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü èõ ê âûïóêëûì îäíîýêñò-

ðåìàëüíûì çàäà÷àì. Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òàêîå ïðåîáðàçîâà-

íèå áóäåò òî÷íûì. Äëÿ ïîëóîïðåäåëåííîé îïòèìèçàöèè ýòî áóäåò òîãäà, êîãäà íàé-

äåííàÿ ìàòðèöà èìååò ðàíã åäèíèöó. Äëÿ äâîéñòâåííîé ðåëàêñàöèè, êîãäà ðàçðûâ

äâîéñòâåííîñòè ðàâåí íóëþ. Â îáùåì ñëó÷àå, âûïóêëàÿ ðåëàêñàöèÿ ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷èòü òîëüêî îöåíêó îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû âû-

ïóêëîé ðåëàêñàöèè: ïîëóîïðåäåëåííàÿ, ëàãðàíæåâà äâîéñòâåííîñòü, òî÷íàÿ êâàä-

ðàòè÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ, reformulation-linearization òåõíèêà. Íàèáîëåå ýôôåêòèâ-

íûì ñïîñîáîì âûïóêëîé ðåëàêñàöèè ÿâëÿåòñÿ òî÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ.

Ïðè åå èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷àåì íàèáîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ

çàäà÷, äëÿ êîòîðîãî âûïóêëàÿ ðåëàêñàöèÿ áóäåò òî÷íîé. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ñ ïîñëåäóþùåì ñìåùåíèåì ïðîñòðàíñòâà. Ýôôåêòèâ-

íîñòü òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ýê-

ñïåðèìåíòàìè ïðè ðåøåíèè òåñòîâûõ è ïðèêëàäíûõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è, âûïóêëàÿ ðåëàêñàöèÿ, ïîëóîïðåäå-

ëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ, Ëàãðàíæåâà äâîéñòâåííîñòü, òî÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ðåãóëÿðè-

çàöèÿ.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû è àíàëèç ïîñëåäíèõ

èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé

Êëàññè÷åñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïî-
çâîëÿåò èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Â ýêñòðå-
ìàëüíûõ òî÷êàõ ãðàäèåíò ôóíêöèè ðàâåí íóëþ.
Ýòè òî÷êè ìîãóò áûòü òî÷êàìè ìèíèìóìà, ìàê-
ñèìóìà èëè ñåäëîâûìè òî÷êàìè ôóíêöèè. Äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ýòèõ òî÷åê èñïîëüçóþòñÿ âòî-
ðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè, êîòîðûå
îáðàçîâûâàþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Åñëè òàêàÿ
ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ â äàííîé

òî÷êå, òî â íåé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè.
Äëÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö ïîëó-
÷àåì òî÷êè ìàêñèìóìà. Äëÿ íåîïðåäåëåííûõ
ìàòðèö – ñåäëîâûå òî÷êè. Åñëè ìàòðèöû íóëå-
âûå, òî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ
îïðåäåëåíèÿ òèïà ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè. Çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê óñëîæíÿåòñÿ
ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ôóí-
êöèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîÿò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
çàâèñÿùóþ îò íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé, è
òàêèì îáðàçîì ñâîäÿò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýêñò-
ðåìàëüíûõ òî÷åê ê èññëåäîâàíèþ ôóíêöèè Ëàã-
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ðàíæà. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ìíîãî ýêñòðåìàëü-
íûõ òî÷åê, òî ñðåäñòâàìè êëàññè÷åñêîãî àíàëè-
çà èùóòñÿ âñå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè è ñðåäè íèõ
íàõîäÿò íàèëó÷øóþ – ãëîáàëüíûé ìèíèìóì èëè
ìàêñèìóì ôóíêöèè. Íè÷åãî ëó÷øåãî íå áûëî
ïðåäëîæåíî äî ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà. Îäíà-
êî ïîÿâèëîñü ìíîãî ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ ñîäåðæàò 2n èëè n! ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ. Ïåðåáîð âñåõ ýêñòðåìàëü-
íûõ òî÷åê â òàêèõ çàäà÷àõ íåâîçìîæåí. Ïîýòî-
ìó â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ðåøèòü ïðî-
áëåìó ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåâîçìîæíî.

Çà ïîñëåäíèå 30 áûëî ðàçðàáîòàíî ìíîãî
ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷. Ýòî ìåòîäû âåòâåé è ãðàíèö [1], ïîëóîïðå-
äåëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå [2], äâîéñòâåííûå
ìåòîäû [3], ãåíåòè÷åñêèå è ýâîëþöèîííûå àë-
ãîðèòìû [4], reformulation-linearization òåõíè-
êà [5]. Îäíàêî ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ ñó-
ùåñòâåííî ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è. Ïðîãðåññ â ðåøåíèè ìíîãîýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ ìîæåò áûòü îáåñïå÷åí ïîñðåäñòâîì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ê
îäíîýêñòðåìàëüíûì âûïóêëûì çàäà÷àì.

Çíà÷èòåëüíûì ïðîãðåññîì â òåîðèè ýê-
ñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ÿâèëàñü ðàçðàáîòêà âûïóê-
ëîãî àíàëèçà [6,7]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âûïóê-
ëûå ôóíêöèè ñîäåðæàò òîëüêî îäíó ýêñòðåìàëü-
íóþ òî÷êó. Ýòî óñëîâèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ìè-
íèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíî-
æåñòâå. Îñîáåííîñòüþ âûïóêëûõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî åå âàðèàöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
íàðóøàåò åå âûïóêëîñòü. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
î÷åíü ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ ìîæíî ïðåäñòàâèòü àëãåáðàè÷åñêèìè
âûðàæåíèÿìè âûïóêëûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð,
øèðîêèé êëàññ ôóíêöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðàçíîñòüþ äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Òàêèå êëàñ-
ñû çàäà÷ íàçûâàþòñÿ DC îïòèìèçàöèåé [7]. Òàê-
æå øèðîêèì êëàññîì çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå
çàäà÷è ñ îäíèì îáðàòíî-âûïóêëûì (reverse convex)
îãðàíè÷åíèåì [1] è çàäà÷è âûïóêëîé ìàêñèìè-
çàöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå [1]. Äëÿ ýòèõ êëàñ-
ñîâ çàäà÷ áûëè ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîèñêà
ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, íî îíè îêàçàëèñü íå-
ýôôåêòèâíûìè. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ýòè çàäà÷è
ìîãóò èìåòü òàêîå æå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ýêñòðå-
ìóìîâ, ÷òî è èñõîäíûå çàäà÷è. Íàèëó÷øèì ðå-
øåíèåì áûëî áû ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ ê âûïóêëûì îäíîýêñòðåìàëüíûì
çàäà÷àì. ×àñòè÷íî ýòî äîñòèãàåòñÿ ïîñðåäñòâîì
âûïóêëîé ðåëàêñàöèè. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûïóêëóþ çàäà÷ó, ðåøåíèå
êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è

èëè ÿâëÿåòñÿ åãî îöåíêîé.
Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå âûïóêëûõ ðåëàêñàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ìíî-
ãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëó÷-
øèì ñðåäñòâîì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷
ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì òî÷íàÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ [8].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ðåøåíèå

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó:

n

0 imin{f (x) | f (x) 0,  i 1,...,  m,  x E }   ,  (1)

ãäå âñå fi(x) – äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóí-
êöèè, à E

n
 – åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêàÿ

çàäà÷à ìîæåò èìåòü ìíîãî ëîêàëüíûõ ìèíèìó-
ìîâ. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êëàññû òàêèõ çà-
äà÷. Äîñòàòî÷íî øèðîêèì êëàññîì ÿâëÿþòñÿ
îáùèå êâàäðàòè÷íûå çàäà÷è èëè çàäà÷è ñ ïîëè-
íîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè. Ýòè êëàññû òàêæå
ìíîãîýêñòðåìàëüíûå, íî äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà âûïóêëàÿ ðåëàêñàöèÿ.

Ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ
Îáùóþ çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè

T T T T

0 0 i i i x A x b x | x A x b x c ,
min

i 1,  ...,  m 

   
 
 

,  (2)

ãäå A0 – ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà (nn); iA  – ñèì-
ìåòðè÷åñêèå ìàòðèöû (nn); b, d – âåêòîðû ðàç-
ìåðíîñòè n; c – âåêòîð ðàçìåðíîñòè m; x – âåê-
òîð ïåðåìåííûõ ðàçìåðíîñòè n, ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü ê âèäó:

0 i

0

 A X | A X 0, i 1,...,m, 
min

I X 1,  X 0

   
 

  





,   (3)

ãäå

  

T T

T

0

1 1 1     x
X , 

x x x   xx

1 0 ... 0

0 0 ... 0
I ,

... ... ... ...

0 0 ... 0

   
           
 
 
 
 
 
 
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     A
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 
   
           
 

 
 
    
 
 
 

à 
n n

ij ij

i 1 j 1

A X a x
 

 

îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.
Ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à (3) áóäåò ýêâèâàëåíò-
íîé çàäà÷å (2), åñëè X – ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàò-
ðèöà ðàíãà åäèíèöà. Åñëè X – ìàòðèöà ïðîèç-
âîëüíîãî ðàíãà, òî çàäà÷à (3) ñòàíîâèòñÿ âûïóê-
ëîé è ëåãêî ðåøàåìîé. Îäíàêî íàéäåííîå ðå-
øåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì çàäà÷è (2)
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàíã íàéäåííîé ìàò-
ðèöû X áóäåò ðàâåí åäèíèöå. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ
áóäåò ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè. Ðåøåíèå çàäà÷è (3) áóäåò èìåòü
ðàíã 1, åñëè îíî äîñòèãàåòñÿ â êðàéíåé òî÷êå
âûïóêëîãî êîíóñà Õ0.

Ê êâàäðàòè÷íûì çàäà÷àì ïðåîáðàçîâûâàþò-
ñÿ òàêæå ïîëèíîìèàëüíûå çàäà÷è ïîñðåäñòâîì
ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè ôóíêöèé çàìåíîé zi=xixj è
zi=xi

2. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå óâåëè÷èâàåò ÷èñëî
îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, íî ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçî-
âàòü ïîëèíîìèàëüíûå çàäà÷è ê êâàäðàòè÷íûì.

Åñëè îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷è (2) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè, òî èõ ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñà-
öèÿ áóäåò òî÷íîé. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèåì çàäà-
÷è (3) áóäåò äîïóñòèìàÿ òî÷êà çàäà÷è (2).

Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîëóîïðåäå-
ëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ áóäåò òî÷íîé. Ïóñòü Ð – ïðÿ-
ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, êîòîðûé ïðåäñòà-
âèì â âèäå:

P={x(xi-ai)(xi-bi)0, i=1,…,n}.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ äëÿ

êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

2max{|| x || | x P}   (4)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû X (ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è SDP)
áîëüøå åäèíèöû è ðàâåí k. Òàê êàê îãðàíè÷å-
íèÿ çàäà÷è (4) íåçàâèñèìû, òî äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ïåðâîå îãðàíè÷åíèå çàäà÷è SDP:

1 1

1 1

11 1k

1 12 2

11 11 1k 1k

0 (a b ) / 2

(a b ) / 2 1

1 x 1 x
... a b

x x x x

  
   

    
        
    

.

Îòêóäà

2 2

11 1 1 11 1k 1 1 1k 1 1x (a b )x ... x (a b )x a b .       

Ðàññìîòðèì äðóãîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî –
ñèìïëåêñ, êîòîðûé çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

D={x|xi(xi-a)0, i=1,…,n, cTx=1}.

Äëÿ ýòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ñïðàâåä-
ëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ äëÿ
êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è

2max{|| x || | x }   (5)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ

1 2 n

1 11 12 1n

0 ...0   a / 2    0 ... 0
1    x    x .... x

0...........................0
x   x   x ...x 0,

a / 2  0... 1  0....... 0
 ....................

0 ..........................0

 
  
          

 

1 2 n 1 2 n

1 1 11 12 1n

0   c / 2   c / 2 ...  c / 2 1   x   x ... x

c / 2  0.....................0 x  x  x ...x 1.

................................... .....................

   
       
   
   

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ðàâíîñèëüíû îãðàíè÷å-
íèÿì:

ii i

1 1 2 2 n n

x ax 0,  i 1,..., n;

c x c x ... c x 1

  

   
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
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ùåé çàäà÷è SDP äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x, òîãäà

n n
i

i

i 1 i 1i

a
x ,  a 1,  a 0.

c 

   
Òåïåðü çàäà÷à SDP ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé

n n
i

i

i 1 i 1i

a
max | a 1,  a 0 .

c 

 
  

 
 

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ðàâíî

k

i

1
x ,

min c


íî òîãäà

kk

i

1
x a ,

min c


îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, 2

k kkx x .
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû X áóäåò ðàâåí
2, íî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ áóäåò òî÷-
íîé, òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è (5) îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðâîé ñòðîêîé ìàòðèöû X. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ïàðàëëåëåïèïåäà,
äëÿ ñèìïëåêñà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à SDP áó-
äåò èìåòü ðàíã 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåáîâàíèå
ðàâåíñòâà ìàòðèöû çàäà÷è SDP ðàíãó åäèíèöû,
ïðè êîòîðîì ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ áó-
äåò òî÷íîé, ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûì, íî íå
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ äîñòà-
òî÷íî ïðîñòûìè, õîòÿ è ìíîãîýêñòðåìàëüíûìè
çàäà÷àìè. Âîïðîñ î âûäåëåíèè ïîäêëàññà ïðè-
êëàäíûõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ êîòî-
ðûõ ïîëóîïðåäåëåííàÿ ðåëàêñàöèÿ áóäåò òî÷íîé
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè äëÿ ìíîãîýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè çàíèìàåò öåíòðàëü-
íîå ìåñòî â ëèíåéíîé è âûïóêëîé îïòèìèçà-
öèè. ×àñòî ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå ïðîñòûì, è îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðå-
øåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè
èñïîëüçóþò ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ ìåòî-
äîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è âûïóêëûõ çàäà÷. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è âûïóêëûõ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìî-äâîéñòâåííûé ìåòîä
âíóòðåííåé òî÷êè [9]. Ïðåèìóùåñòâî äâîéñòâåí-
íîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ çà-

äà÷à áóäåò âûïóêëîé è îäíîýêñòðåìàëüíîé è â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à áóäåò ìíîãîýê-
ñòðåìàëüíîé. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ìíîãîýêñò-
ðåìàëüíûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ðàçðûâ äâîéñòâåí-
íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíê-
öèé ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è â îïòèìàëü-
íîé òî÷êå íå ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó äâîéñòâåí-
íîñòü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ðåëàêñàöèåé ïðÿìîé
çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîé
îïòèìèçàöèè:

T T T T

0 0 i i i

n

min{x A x b x | x A x b x c 0,

i 1,..., m,  x E },

   

 
  

(6)

ãäå âñå ìàòðèöû Ai – ñèììåòðè÷íûå, bi, x –
n-ìåðíûå âåêòîðû åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà E

n
,

ci – ÷èñëà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (6)
èìååò ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì òî÷íóþ êâàäðàòè-
÷íóþ ðåãóëÿðèçàöèþ [8] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çà-
äà÷è (6) ê âèäó

2 T T 2

0 0

T T 2

i i i

max{|| z || | x A x b x s (r 1) || z || d,

x A x b x c r || z || d,  i 1,...,m},

    

    
 
(7)

ãäå âåêòîð z=(x, xn+1), ïàðàìåòð s óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

* 2 *T * T *

0 0s || x || x A x b x   ,

ãäå x* – ðåøåíèå çàäà÷è (6), à ïàðàìåòð r>0 âû-
áèðàåòñÿ òàêèì, ÷òîáû ìàòðèöû A0+(r–1)I, Ai+rI,
i=1,…,m áûëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå, ãäå
I – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî-÷íî
íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå r, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèÿì

i i

jj jk

k j

a r | a | 1, i, j
 

    ,  (8)

ãäå 
i

jka  – ýëåìåíòû ìàòðèöû Ai. Ïðè âûïîëíå-
íèè óñëîâèé (8), äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäà÷è
(7) áóäåò âûïóêëûì.

Â çàäà÷å (7) íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé d=dmin ïðè êîòîðîì
åå ðåøåíèå z* óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 

2
*

minr z d .
Òàêîå çíà÷åíèå dmin  áóäåì íàõîäèòü ìåòîäîì äè-
õîòîìèè. Ðåøèì çàäà÷ó âûïóêëîé îïòèìèçàöèè

T T 2

0 0

T T 2

i i i

2

max{d | x A x b x s (r 1) || z || d,

x A x b x c r || z || d,  

i 1,...,m,  r || z || d}.

    

   

 
.
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Åñëè äëÿ åå ðåøåíèÿ (z0, d0) âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå 

2
0

0r z d , òî çàäà÷à (6) ðåøåíà è åå ðå-
øåíèå x*=x0 [6]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè

2
0

0
r z d , áóäåì óâåëè÷èâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåí-
íîé d=d0+h (h>0) è äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷å-
íèÿ d ðåøàòü çàäà÷ó (7). Ïðè óâåëè÷åíèè d çíà-
÷åíèå 

2
r z d   áóäåò ìîíîòîííî âîçðàñòàòü.

Ïîýòîìó ìåòîäîì äèõîòîìèè ëåãêî íàéòè çíà-
÷åíèå d, äëÿ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-
ñòâî 

2
r z d . Åñëè íàéäåííîå çíà÷åíèå d ìè-

íèìàëüíîå, òî çàäà÷à (6) ðåøåíà. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå, íàéäåíà òîëüêî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà çàäà÷è (7). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ d íåîáõîäèìî
íàõîäèòü òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà â çàäà÷å
(7). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ äâîéñòâåííûì ìå-
òîäîì.

Ïîñòðîèì äëÿ çàäà÷è (7) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

2 T T

0 0 0

2

m
T T 2

i i i i

i 1

L(z, ) || z || (x A x b x s

(r 1) || z || d)

(x A x b x c r || z || d)


     

   

      .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

m m

0 i i i

i 1 i 0

Q( ) (1 (r 1))I r I A ;
 

        

m

0 0 i i

i 1

b( ) b b ;


    

m

0 i i

i 1

c( ) (s d) (c d),


      
òîãäà

T TL(z, ) z Q( )z b ( )z c( ).         (9)

Â òî÷êå ìàêñèìóìà ãðàäèåíò ôóíêöèè Ëàã-
ðàíæà (9) ðàâåí íóëþ, îòêóäà íàõîäèì

11
z( ) Q ( )b( ).

2

       (10)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ
z() â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (9), ïîëó÷èì äâîé-
ñòâåííóþ ôóíêöèþ:

T 11
g( ) b ( )Q ( )b( ) c( )

4

       

è äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó:

min{g( ) | 0}   .  (11)

Çàäà÷à (11) èìååò ðåøåíèå, åñëè ôóíêöèÿ
g() – âûïóêëàÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ìàòðèöà – Q() áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé. Åñëè ïàðàìåòð r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8),
òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè ìàòðèöû – Q() áóäåò

m

i

i 0

1


  .

Äëÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ïðÿìîé (7) è äâîé-
ñòâåííîé çàäà÷è (11) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2|| z || g( )  .

Ïîýòîìó ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (11)
ïîçâîëÿåò íàéòè âåðõíþþ îöåíêó çíà÷åíèÿ öå-
ëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (7). Åñëè äëÿ ðåøåíèÿ
âûïóêëîé çàäà÷è (11) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

2|| z( ) || g( )   ,

ãäå z() îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå (10), òî ðàçðûâ
äâîéñòâåííîñòè ðàâåí íóëþ è z() – ðåøåíèå
çàäà÷è (7). Ýòî áóäåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ
îïòèìàëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà , ìàòðèöà
Q() – ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ. Åñëè
ýòî íå òàê, òî áóäóò íàéäåíû äðóãèå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó
(ãðàäèåíò ôóíêöèè Ëàãðàíæà (11) ðàâåí íóëþ)

2Q( )z b( ) 0    .  (12)

Ïðè ïîäñòàíîâêå îïòèìàëüíûõ ìíîæèòå-
ëåé Ëàãðàíæà ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëü-
íî âåêòîðà z áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå. Äëÿ íåîïòèìàëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ñèñòåìà (12) ìîæåò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé ìî-
æåò áûòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (7).

Äîáàâèì ê îãðàíè÷åíèÿì äâîéñòâåííîé
çàäà÷è (11) îãðàíè÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (7), âû-
ðàæåííûå ÷åðåç äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå
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T 1

0

1 T 1

0

T 1 1

i

T 1

i i

m

i

i 0

1
min{g( ) | b ( )Q ( )(A

4

1
(r 1)I)Q ( )b( ) b Q ( )b( ) s d,

2

1
b ( )Q ( )(A rI)Q ( )b( )

4

1
b Q ( )b( ) c d,  i 1,..., m,  

2

a,  0},



 

 





   

        

     

     

    (13)

ãäå çíà÷åíèå a>0 íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêèì, ïðè
êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì   2

z  . Îãðàíè-
÷åíèÿ çàäà÷è (15) áóäóò âûïóêëûìè, òàê êàê
ìàòðèöû A0+(r–1)I è âñå Ai+rI – ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûå. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ a ôóíê-
öèÿ g() áóäåò âîãíóòîé è ðåøåíèå çàäà÷è (13)
äàñò çíà÷åíèå   2

z   ìåíüøå îïòèìàëüíîãî.
Óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ a ñîêðàùàåò äîïóñòèìóþ
îáëàñòü çàäà÷è (13), ÷òî ïðèâîäèò ê âîçðàñòà-
íèþ g(). Îäíîâðåìåííî áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ è

  2

z  . Ýòî âîçðàñòàíèå áóäåò äî òåõ ïîð, ïîêà
äîïóñòèìàÿ îáëàñòü çàäà÷è (13) íå ñòàíåò ïó-
ñòîé ëèáî ïðîèçîéäåò óáûâàíèå, ñâÿçàííîå ñ òåì,
÷òî ìèíèìóì g() ñìåñòèòñÿ âî âíóòðü äîïóñòè-
ìîé îáëàñòè èñõîäíîé çàäà÷è (13). Çíà÷åíèå a,
ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-
íèå   2

z  , îïðåäåëèò ðåøåíèå çàäà÷è (13).
Çàìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g()

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ è åå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ðàâíû

T 1

0

0

1 T 1

0

T 1 1

i

i

T 1

i i

g( ) 1
b ( )Q ( )((r 1)I A )

4

1
Q ( )b( ) b ( )Q ( )b (s d);

2

g( ) 1
b ( )Q ( )(A rI)Q ( )b( )

4

1
b ( )Q ( )b (c d), i 1,...,m;

2



 

 



 
      



       

 
       



     

2
T 1 1

i i

i j

1 T 1

j j

1 1

j j i i

T 1 1

j j i

T 1 T 1

i j i i

1

j

g( ) 1
b ( )Q ( )(A r I)Q ( )

4

1
(A r I)Q ( )b( ) b ( )Q ( )

4

(A r I)Q ( )(A r I)Q ( )b( )

1
b ( )Q ( )(A r I)Q ( )b

2

1 1
b Q ( )b b ( )Q ( )(A r I)

2 2

Q ( )b , i, j,

 

 

 

 

 



 
      

 

       

      

     

      

  

ãäå ri=r è rj=r, i , j1, r0=r–1.

Äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ìîæíî óïðîñòèòü,
åñëè ïðåîáðàçîâàòü êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Çàäà÷ó (6) ìîæíî ïðåîá-
ðàçîâàòü ê âèäó

n
2 i i 2 2

j j i

j 1

max{|| z || | c (x a ) r ,

i 1,..., m, Px q}.



 

 


  

(14)

Íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íîå îãðàíè÷åíèå

2 2

1 2 1 3 1 3 2x x x x x x x 10    

ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

2 2 2 2

4 1 5 3 2

1 2 4 1 3 5

x 4x x x 2x

20, x x x 0, x x x 0,

    
      

à ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé
ðåãóëÿðèçàöèè ïîëó÷èì

2 2 2 2 2 2

4 1 5 3 2 6

1 2 4 1 3 5

6x x 6x 6x 5(x 0.2) 5x

20.2 d, x x x 0, x x x 0,

      
       

ãäå r=5.
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Ðåøåíèå çàäà÷è (14) ðàâíî

m k
i i j

i j

i 1 j 1

m
i

i

i 1

c a p / 2

x( , ) ,

1 c

 



  
   

 

 



ãäå pj – j-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû P, à k – ÷èñëî ëè-
íåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
áóäåò ðàâíà

m k
i i i 2

i j j i jn
i 1 i 1

m
ij 1

i j

i 1

m k
i i 2 2

i i i i

i 1 i 1

( c a p / 2)
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
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 

  
   

 

    

 




 

à äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

i i 2 2

i

T i

min{g( , ) | c || x( , ) a || r ,  

c 1,  i 1,..., m,  Px( , ) q,  0}

     

       

áóäåò âûïóêëîé. Îäíàêî åå ðåøåíèå â îáùåì
ñëó÷àå ïîçâîëÿåò íàéòè òîëüêî îöåíêó îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14).

Òî÷íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ
Çàäà÷à (1) òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðè-

çàöèåé ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

2 2

0

2 n

i

max{|| x || | f (x) s (r 1) || x ||

d, f (x) r || x || d,  i 1,..., m,  x E }

   

     . (15)

Â çàäà÷å (15) íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå d, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå çàäà÷è
(15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2

r x d . Ðåøåíèå
çàäà÷è (15) íà÷èíàåì ñ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
d è èçìåíÿåì åãî ñ îïðåäåëåííûì øàãîì, ðåøàÿ
êàæäûé ðàç çàäà÷ó (15) ïðÿìî-äâîéñòâåííûì
ìåòîäîì âíóòðåííåé òî÷êè [9] ïîêà íå äîñòè-
ãíåì óñëîâèÿ 2

r x d . Çàäà÷à (15) ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíàÿ è âûáîð øàãà èçìåíåíèÿ d ìîæåò ïðè-
âåñòè â òî÷êó ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà. Ïîýòîìó
ïðîèçâåäåì ñìåùåíèå ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâ-
ëåíèè áèññåêòðèñû ïîëîæèòåëüíîãî îðòàíòà.
Òîãäà çàäà÷à (15) ïðèìåò âèä

2 2

0

2

i

max{|| x h || | f (x h) s (r 1) || x h ||

d, f (x h) r || x h || d, i 1,...,m, x h}

      

       . (16)

Òåïåðü ê çàäà÷å (16) ñíîâà ïðèìåíèì òî-
÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ðåãóëÿðèçàöèþ. Ïîëó÷èì çà-
äà÷ó

2 2 2

0max{|| x || | || x h || s 2 || x || q,

x S},

    

      
 (17)

ãäå

2

0

2

i

S {x | f (x h) s (r 1) || x h ||

d, f (x h) r || x h || d,i 1,...,m, x h}

      

      

âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà çàäà÷è (17) ïåðâîå îãðàíè÷åíèå áóäåò
àêòèâíûì (îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî).

Òåîðåìà 3. Çàäà÷à (17) îäíîýêñòðåìàëüíàÿ
åñëè èç íåðàâåíñòâà 22 ||hx||||hy||  ñëåäóåò íå-
ðàâåíñòâî 2 2|| y || || x || .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî
çàäà÷à (17) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà â
òî÷êàõ x1 è x2, ïðè÷åì 2 2 1 2|| x || | x ||  â êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1 2

13 || x || q  è 2 2

2
3 || x || q

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç óñëîâèé
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|| x h || s || x || ;

|| x h || s || x || .

   

   

Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâà
2 2 1 2|| x || | x ||  ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

2 2 1 2|| x h || || x h || .  
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Íî òîãäà 2 2 1 2|| x || | x || , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðåííîå ñìåùåíèå ïðîñòðàíñòâà
ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ìíîãîýêñòðåìàëüíûå
çàäà÷è ê îäíîýêñòðåìàëüíûì è âî ìíîãèõ äðó-
ãèõ ñëó÷àÿõ.

Âûâîäû

Â ðàáîòå ïîêàçàíî êàêèì îáðàçîì ìíîãî-
ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâà-
íû ê îäíîýêñòðåìàëüíûì, äëÿ êîòîðûõ ðàçðà-
áîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû. Â îñíîâå òà-
êèõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåæèò âûïóêëàÿ ðåëàêñà-
öèÿ. Ïîëó÷åíû íåêîòîðûå êëàññû ìíîãîýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âûïóêëàÿ ðåëàêñà-
öèÿ áóäåò òî÷íîé. Â îáùåì ñëó÷àå, âûïóêëàÿ
ðåëàêñàöèÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òîëüêî îöåíêè
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ
âèäîâ âûïóêëîé ðåëàêñàöèè èñïîëüçóþòñÿ è
äðóãèå. Íàïðèìåð, reformulation-linearization òåõ-
íèêà. Îäíàêî íàèáîëüøèé ýôôåêò ïîëó÷àåì ïðè
èñïîëüçîâàíèè òî÷íîé êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðè-
çàöèè.
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Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.04.2018

ÎÏÓÊËÀ ÐÅËÀÊÑÀÖ²ß Â ÁÀÃÀÒÎÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ
ÇÀÄÀ×ÀÕ

Êîñîëàï À.².

Ó äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ áàãàòîåêñòðåìàëüí³ çà-
äà÷³ â ñê³í÷åííîì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³. Âîíè âèíèêà-
þòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ ñêëàäíèõ ñèñòåì â åêî-
íîì³ö³, ô³íàíñàõ, óïðàâë³íí³, òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñàõ, íà òðàí-
ñïîðò³, ïðîåêòóâàíí³, ³íôîðìàòèö³ òà ³íøèõ îáëàñòÿõ. Â³äî-
ìî, ùî äî öüîãî êëàñó çàäà÷ ïåðåòâîðþþòüñÿ äèñêðåòí³ çàäà÷³,
à òàêîæ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü òà ³íø³ ïðè-
êëàäí³ çàäà÷³. Â äàíèé ÷àñ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàãàòîåêñòðå-
ìàëüíèõ çàäà÷ ðîçðîáëåí³ ìåòîäè ã³ëîê ³ ìåæ, íàï³ââèçíà÷åíå
ïðîãðàìóâàííÿ, äâî¿ñò³ ìåòîäè, ãåíåòè÷í³ òà åâîëþö³éí³ ìå-
òîäè òà áàãàòî ³íøèõ. Ö³ ìåòîäè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, à òàêîæ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÷èñ-
ëåííèõ òåñòîâèõ çàäà÷. Îá÷èñëþâàëüí³ åêñïåðèìåíòè ïîêàçó-
þòü, ùî ò³ëüêè äëÿ äåÿêèõ òåñòîâèõ çàäà÷ ³ñíóþ÷³ ìåòîäè
äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Ïðîòå ö³ ìåòî-
äè íå ãàðàíòóþòü îòðèìàííÿ íàéêðàùèõ ðîçâ’ÿçê³â â ïðèêëàä-
íèõ çàäà÷àõ. Îïóêëà ðåëàêñàö³ÿ áàãàòîåêñòðåìàëüíèõ çàäà÷
äîçâîëÿº ïåðåòâîðèòè ¿õ äî îïóêëèõ îäíîåêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.
Äëÿ äåÿêèõ áàãàòîåêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òàêå ïåðåòâîðåííÿ áóäå
òî÷íèì. Äëÿ íàï³ââèçíà÷åíî¿ îïòèì³çàö³¿ öå áóäå òîä³, êîëè
çíàéäåíà ìàòðèöÿ ìàº ðàíã îäèíèöÿ. Äëÿ äâî¿ñòî¿ ðåëàêñàö³¿,
êîëè ðîçðèâ äâî¿ñòîñò³ äîð³âíþº íóëþ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó,
îïóêëà ðåëàêñàö³ÿ äîçâîëÿº îòðèìàòè ò³ëüêè îö³íêó îïòèìàëü-
íîãî ðîçâ’ÿçêó. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ ð³çí³ âèäè îïóêëî¿ ðåëàêñàö³¿:
íàï³ââèçíà÷åíà, ëàãðàíæåâà äâî¿ñò³ñòü, òî÷íà êâàäðàòè÷íà
ðåãóëÿðèçàö³ÿ, reformulation-linearization òåõí³êà. Íàéá³ëüø
åôåêòèâíèì ñïîñîáîì îïóêëî¿ ðåëàêñàö³¿ º òî÷íà êâàäðàòè÷íà
ðåãóëÿðèçàö³ÿ. Ïðè ¿¿ âèêîðèñòàíí³ îòðèìóºìî íàéá³ëüø øèðî-
êèé êëàñ áàãàòîåêñòðåìàëüíîõ çàäà÷, äëÿ ÿêîãî îïóêëà ðåëàê-
ñàö³ÿ áóäå òî÷íîþ. Öå äîñÿãàºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì ïî÷àòêîâî¿
çàäà÷³ ç íàñòóïíèì çì³ùåííÿì ïðîñòîðó. Åôåêòèâí³ñòü òî÷-
íî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ï³äòâåðäæóºòüñÿ ÷èñëåííèìè
åêñïåðèìåíòàìè ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ òåñòîâèõ ³ ïðèêëàäíèõ áà-
ãàòîåêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áàãàòîåêñòðåìàëüí³ çàäà÷³, îïóêëà
ðåëàêñàö³ÿ, íàï³ââèçíà÷åíà îïòèì³çàö³ÿ, ëàãðàíæåâà
äâî¿ñò³ñòü, òî÷íà êâàäðàòè÷íà ðåãóëÿðèçàö³ÿ.
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ÑONVEX RELAXATION IN MULTIEXTREMAL
PROBLEMS

Kosolap A.I.

Ukrainian State University of Chemical Technology, Dnipro,
Ukraine

In this paper multiextremal problems in a finite-dimensional
Euclidean space are considered. Such problems arise in the
mathematical modeling of complex systems in the economy, finance,
management, technological processes, transport, design, computer
science and other fields. It is known that this class of problems
contains discrete problems, the problems of solving nonlinear equations
and other applied problems To solve multiextremal problems branch
and boundary methods, semidefinite programming, duality methods,
genetic and evolutionary methods, and many others are used
nowadays. These methods are used to solve applied problems and to
solve numerous test problems. Numerous experiments show that only
for some test problems the existing methods allow finding optimal
solutions. These methods, however, do not guarantee the best solutions
in applied problems. Convex relaxation of multiextremal problems
allows one to transform them to convex one-extremal problems. For
some multiextremal problems such a transformation will be exact.
For semi-definite optimization, this will be when the found matrix
has rank one. For dual relaxation, it will happen when the duality
gap is zero. In the general case, convex relaxation allows one to
obtain only an estimate of the optimal solution. Various types of
convex relaxation are used: semidefinite, Lagrange duality, exact
quadratic regularization, reformulation-linearization technique. The
most effective method of convex relaxation is the exact quadratic
regularization. With its use, we obtain the widest class of multiextremal
problems, for which convex relaxation will be exact. This is achieved
by transformation of the original problem and displacement of the
space. The efficiency of exact quadratic regularization is confirmed
by numerous experiments for solving testing and applied multiextremal
problems.

Keywords: multiextreme problems, convex relaxation,
semidefinete optimization, Lagrange duality, exact quadratic reg-
ularization.
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