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Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ÷èñåëüíîìó ìîäåëþâàííþ ñòàíó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ öèë³íä-
ðè÷íèõ ò³ë ï³ä ä³ºþ âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü. Ðîçðîáëåíî ³òåðàö³éíèé
ìåòîä ïîêîìïîíåíòíîãî ðîçùåïëåííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ
ð³âíÿíü, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³ ³ äåôîðìóâàííÿ â íåë³í³éíèõ ñêëà-
äåíèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ëàõ äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ¿õ ïðóæíî-ïëàñòè÷íî¿ ïî-
âåä³íêè ï³ä âïëèâîì òåìïåðàòóðíîãî ³ ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ. Ïðè öüîìó âèêîðè-
ñòàíî àïðîêñèìàö³éíèé àïàðàò íàïðóæåíèõ ñïëàéí³â ³ êóá³÷íèõ Â-ñïëàéí³â, ÿêèé
äîçâîëÿº âðàõîâóâàòè ñêëàäí³ çàëåæíîñò³ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó â³ä òåðìîìåõàí³÷-
íèõ ïðîöåñ³â. Àâòîðàìè áóëî äîñë³äæåíî òåìïåðàòóðíå ïîëå öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà,
ÿêå çíàõîäèòüñÿ ó âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíí³ ³ ï³ä êóòîì, à òàêîæ âñ³ íåîáõ³äí³
åëåìåíòè òåíçîð³â íàïðóãè ³ äåôîðìàö³¿. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ìàþòü á³ëüø âèñîêèé
ïîðÿäîê òî÷íîñò³ â ïîð³âíÿíí³ ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè çà äîïî-
ìîãîþ ð³çíèöåâîãî ìåòîäó. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ïðîãíîçóâàòè äîâ-
ãîâ³÷í³ñòü ³ íàä³éí³ñòü îá’ºêò³â, ùî ïðàöþþòü â óìîâàõ øîêîâèõ íåñòàö³îíàðíèõ
òåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü. Çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíèé ÷èñåëüíèé ìåòîä äëÿ ðîç-
â’ÿçàííÿ òðèâèì³ðíèõ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè, çàñíîâàíèé íà çâå-
äåíí³ çàäà÷³ äî ñèñòåìè òðüîõ ïîñë³äîâíî ðîçâ’ÿçóâàíèõ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷, êîëè
íåâ³äîì³ âåëè÷èíè ïðåäñòàâëåí³ ó âèãëÿä³ äâîâèì³ðíèõ ïîë³íîì³àëüíèõ ³ íàïðóæå-
íèõ ñïëàéí³â. Ïîáóäîâàí³ ³òåðàö³éí³ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè, øâèä-
êîñòåé çì³ùåíü, êîìïîíåíò³â òåíçîð³â íàïðóãè ³ äåôîðìàö³¿, äîçâîëÿþòü îòðèìóâà-
òè òðåò³é ïîðÿäîê ìåòîäó àïðîêñèìàö³¿ çà ÷àñîì ³ òðåò³é òà ÷åòâåðòèé ïîðÿäîê çà
êîîðäèíàòàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: òåðìîìåõàí³÷í³ ïðîöåñè, òåìïåðàòóðíå ïîëå, ìåòîä ïîêîìïîíåíò-
íîãî ðîçùåïëåííÿ, ñïëàéíè, ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, ³òåðàö³éí³ ìåòîäè.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè
Äåòàë³ òà åëåìåíòè ìåòàëóðã³éíèõ êîíñò-

ðóêö³é â ïðîöåñ³ ñòâîðåííÿ òà åêñïëóàòàö³¿ ïå-
ðåáóâàþòü ï³ä ñóêóïíîþ ä³ºþ ñêëàäíîãî íåñòàö³-
îíàðíîãî ñèëîâîãî ³ òåìïåðàòóðíîãî íàâàíòàæåí-
íÿ. Íåð³âíîì³ðíå âèñîêîòåìïåðàòóðíå íàâàíòà-
æåííÿ ò³ë ó ïîºäíàíí³ ç ñèëîâèìè ÷èííèêàìè
ïðèçâîäèòü äî ñêëàäíèõ ïðîöåñ³â äåôîðìóâàí-
íÿ. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîâåä³íêè åëåìåíò³â ìå-
òàëóðã³éíèõ êîíñòðóêö³é, ÿê³ ïåðåáóâàþòü ï³ä
ä³ºþ âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü, ïî-
òð³áíî âèçíà÷àòè íåñòàö³îíàðíèé òåðìîìåõàí³-
÷íèé ñòàí ò³ëà íå ëèøå íà ïðóæí³é ñòàä³¿ äå-
ôîðìóâàííÿ, à é çà ìåæåþ ïðóæíîñò³ ç óðàõó-
âàííÿì òåðìîìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â ìàòåð³àëó,
ÿê³ çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè.

Íàÿâí³ ÷èñåëüí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ

íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ ïðèçâîäÿòü, ÿê ïðàâèëî,
äî âåëèêèõ îá÷èñëþâàëüíèõ òðóäíîù³â, ïîâ’ÿ-
çàíèõ ç âèð³øåííÿì âåëèêèõ ñèñòåì àëãåáðà¿÷-
íèõ ð³âíÿíü, ùî íå çàâæäè áóâàþòü åôåêòèâí³.
Ö³ îáñòàâèíè ñóòòºâî óñêëàäíþþòü ìîäåëþâàí-
íÿ ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ï³ä ä³ºþ
âèñîêîòåìïåðàòóðíîãî òà ñèëîâîãî íàâàíòàæåí-
íÿ.

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é
Ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òåð-

ìîìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â â ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ
öèë³íäðè÷íèõ ò³ëàõ ïðè ñêëàäíèõ íàâàíòàæåí-
íÿõ º íå íîâîþ òà êîìïëåêñíîþ. Òîìó, òàê³é
ïðîáëåìàòèö³ ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîá³ò, çîêðåìà:
ñó÷àñí³ óÿâëåííÿ ïðî çàêîíîì³ðíîñò³ âçàºìî-
âïëèâó íåñòàö³îíàðíèõ ïðîöåñ³â ð³çíî¿ ô³çè÷-
íî¿ ïðèðîäè ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ ß.É. Áó-
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ðàê, Ð.Ì. Êóøí³ð, Â.Ã. Êàðíàóõîâà òà ³í.; êîíê-
ðåòíèì ìîäåëÿì âèçíà÷åííÿ, äîñë³äæåííÿ òà îï-
òèì³çàö³¿ ìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè ò³ë ïðè êîìïëåê-
ñíèõ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåííÿõ ïðèñâÿ÷åí³ ðî-
áîòè Â.Ã. Áàæåíîâà, À.Ð. Ãà÷êåâè÷à, Ä.Â. Ãð³-
ë³öüêîãî, Â.Ñ. Ïîïîâè÷à, Ð.Ñ. Ìóñ³ÿ òà ³í.; åôåê-
òèâí³ ÷èñåëüí³ ³ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷í³ ìåòîäè
âèð³øåííÿ íåñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè çàï-
ðîïîíîâàí³ â ðîáîòàõ Â.Ô. Ìåéøà, Î.Î. Ñòðåëü-
í³êîâî¿, ß.Ì. Ãðèãîðåíêà, Â.². Êóçüìåíêà òà ³í.

Ôîðìóëþâàííÿ ìåòè äîñë³äæåííÿ
Íåçâàæàþ÷è íà âèùåâèêëàäåíå, ç íàøî¿

òî÷êè çîðó, â íàóêîâ³é ë³òåðàòóð³ íå ïðèä³ëÿëîñü
äîñòàòíüî¿ óâàãè ìàòåìàòè÷íèì ìîäåëÿì ³ ìåòî-
äàì, ÿê³ ñïðèÿþòü ï³äâèùåííþ òî÷íîñò³ âèçíà-
÷åííÿ ³ äîñë³äæåííÿ íåñòàö³îíàðíîãî òåðìîìå-
õàí³÷íîãî ñòàíó öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ïðè âèñîêî-
òåìïåðàòóðíîìó òà ñèëîâîìó íàâàíòàæåíí³, êîëè
òåðìîìåõàí³÷í³ ïàðàìåòðè ìàòåð³àëó çàëåæàòü â³ä
òåìïåðàòóðè. Ìåòîþ ðîáîòè º ðîçðîáêà ÷èñåëü-
íîãî ìåòîäó íà áàç³ àïàðàòà ñïëàéí-ôóíêö³é äëÿ
ìîäåëþâàííÿ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî ñòàíó öèë³í-
äðè÷íîãî ò³ëà ï³ä ä³ºþ âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ
íàâàíòàæåíü.

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó äîñë³äæåííÿ
Òåìïåðàòóðíå ïîëå äëÿ ³çîòðîïíîãî ò³ëà ó

âèïàäêó âðàõóâàííÿ òåïëà, ùî âèä³ëÿºòüñÿ â
ïðîöåñ³ éîãî äåôîðìóâàííÿ ï³ä ä³ºþ òåìïåðà-
òóðíîãî òà ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, âèçíà÷àºòü-
ñÿ øëÿõîì ðîçâ’ÿçàííÿ íåñòàö³îíàðíîãî ð³âíÿííÿ
òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïðè ïåâíèõ ïî÷àòêîâèõ ³ ãðà-
íè÷íèõ óìîâàõ [1,3,5]:
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Òóò ijS , ijЭ  – â³äïîâ³äíî, äåâ³àòîðè òåíçîð³â
íàïðóã ³ äåôîðìàö³é; ij , ij  – òåíçîðè íàïðó-
ãè ³ äåôîðìàö³¿.

Ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ò³ë³, ùî
â³äïîâ³äàº ïðèðîäíîìó íåíàïðóæåíîìó ñòàíó
ò³ëà, çàäàºòüñÿ òàê:

)(0
iTT   ïðè  t =0.                            (3)

Ãðàíè÷í³ óìîâè, ÿê³ â³äîáðàæàþòü âïëèâ
íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà íà òåìïåðàòóðó ò³ëà,
çàäàþòüñÿ â òàêèé ñïîñ³á:

qT
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äå n  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõí³ ò³ëà; aT –
 êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåïëîâîãî ðîçøèðåííÿ; a –
 êîåô³ö³ºíò òåïëîîáì³íó; Q – òåìïåðàòóðà íàâêî-
ëèøíüîãî ñåðåäîâèùà; q – òåïëîâèé ïîò³ê.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âåëè÷èíè a, Q, q
ìîæóòü çàëåæàòè â³ä ÷àñó é ïîëîæåííÿ òî÷êè
(a1, a2, a3) íà ïîâåðõí³ òðèâèì³ðíîãî ò³ëà V. Óìî-
âà (4) ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ êîåô³ö³ºíòà a ì³ñòèòü
òðè âèäè ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ãðàíè÷í³ óìîâè ïåð-
øîãî ðîäó ïîëÿãàþòü ó òîìó, ùî íà ïîâåðõí³
ò³ëà â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó çàäàíèé ðîçïîä³ë
òåìïåðàòóðè ( 0 ,  q ). Ãðàíè÷í³ óìîâè äðó-
ãîãî ðîäó çàäàþòü òåïëîâèé ïîò³ê q ÷åðåç ïîâåð-
õíþ ò³ëà ( 0 ,0  q ). Ãðàíè÷í³ óìîâè òðåòüîãî
ðîäó ôîðìóëþþòü çàêîí òåïëîîáì³íó ì³æ ïî-
âåðõíåþ ò³ëà é íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì ïðè
çàäàí³é âåëè÷èí³  0,0   q  [2].

Îêð³ì òåìïåðàòóðè â êîæí³é òî÷ö³ ò³ëà òðåáà
çíàéòè çì³ùåííÿ òî÷îê ò³ëà iu  (àáî ¿õ øâèä-
êîñò³ iv ) ³ òåíçîðè íàïðóãè òà äåôîðìàö³¿.

Äëÿ ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïðóæ-
íî-ïëàñòè÷íèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ï³ä ä³ºþ òåì-
ïåðàòóðíîãî òà ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ íåîáõ³ä-
íî á³ëüø äåòàëüíî ðîçãëÿíóòè: ãåîìåòðè÷í³
ñï³ââ³äíîøåííÿ òà ð³âíÿííÿ ðóõó åëåìåíòà ïðóæ-
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íî-ïëàñòè÷íîãî öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà, ìîäåë³
ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåðìîïðóæíîñò³ òà òåð-
ìîïëàñòè÷íîñò³ [1].

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ
öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ï³ä ä³ºþ òåìïåðàòóðíîãî òà
ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ÿâëÿº ñîáîþ ñèñòåìó 16-
òè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü â ÷àñòèííèõ ïî-
õ³äíèõ, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ (1), ùî îïèñóº òåìïåðàòóðíå ïîëå, â ÿêî-
ìó âðàõîâàíà ìîæëèâ³ñòü âèä³ëåííÿ òåïëà çà ðà-
õóíîê òåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü çà ìåæåþ
ïðóæíîñò³, à òàêîæ ð³âíÿíü ðóõó åëåìåíòà ò³ëà,
ùî ÿâëÿþòü òåðìîíàïðóæåíîäåôîðìîâàíèé ñòàí
ò³ëà, ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ øâèäêîñ-
òåé äåôîðìàö³é ³ ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî
çâ’ÿçóþòü ñêëàäîâ³ òåíçîð³â íàïðóãè òà äåôîð-
ìàö³¿.

Ïîâíó ñèñòåìó ð³âíÿíü çàïðîïîíîâàíî¿
ìîäåë³ çàïèñàíî â âåêòîðí³é ôîðì³:
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äå W  – âåêòîð, êîìïîíåíòàìè ÿêîãî áóäóòü
øâèäêîñò³ çì³ùåíü, êîìïîíåíòè òåíçîð³â íàïðó-
ãè òà äåôîðìàö³¿.

Ñèñòåìà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ íà îñíîâ³ ìåòîäó
ïîêîìïîíåíòíîãî ðîçùåïëåííÿ.

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (5) ïðîïîíóºòüñÿ
ìåòîä ÷èñåëüíîãî âèçíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçêó íåñòàö³-
îíàðíî¿ çàäà÷³ òåðìîìåõàí³êè äëÿ öèë³íäðè÷íèõ
ò³ë. Äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ ÌÏÐ ñèñòå-
ìó (5) ìîæíà ïåðåïèñàòè â öèë³íäðè÷íèõ êîîð-
äèíàòàõ:
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Öå äîçâîëÿº îäåðæàòè ïîðÿäîê O(tò), äå ò =
2; 2,5 â³äïîâ³äíî äëÿ êóá³÷íèõ Â-ñïëàéí³â ³ íà-
ïðóæåíèõ ñïëàéí³â.

Íà â³äì³íó â³ä ÷èñòî ð³çíèöåâîãî ï³äõîäó,

ïîõ³äíó çà ÷àñîì áóäåìî àïðîêñèìóâàòè çà äî-
ïîìîãîþ ñïëàéí³â:
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    .,
3,

3

3
0 















 
  r

p

n
mrr

n
m taWf

t

taW 
   (8)

Ôóíêö³¿     rr f,  çàäàþòüñÿ â çàëåæíîñò³
â³ä òèïó âèêîðèñòàíèõ ñïëàéí-ôóíêö³é. Ïðè
ïåðåõîä³ â³ä ð³âíÿíü äî ð³çíèöåâî¿ ñõåìè ¿õ
ïîõ³äí³ çà ÷àñîì ðîçâ’ÿçêè ó âóçëàõ tp+r/3, r=1, 2,
3 âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (4), à
ïîõ³äí³ çà êîîðäèíàòàìè çàì³íþþòüñÿ â³äïîâ³ä-
íèìè àïðîêñèìàö³ÿìè.

Ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ ÿâíî¿ ñõåìè ÌÏÐ
ïðè t1 = t2 = t3 = t/3 ðîçðàõóíêîâó ñõåìó ìîæíà
çàïèñàòè òàê:
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Ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ôîðìóë (9) ñòîÿòü
âèðàçè, ùî º ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ôîðìóë ÿâíî¿
ñõåìè. Îñîáëèâ³ñòþ ñèñòåìè (8) º òå, ùî äî ïðà-
âèõ ÷àñòèí ¿¿ ð³âíÿíü çà äîïîìîãîþ L2m, L3m âõî-

äÿòü âåëè÷èíè ,, 3

2

3

1
 pp

WW 
äå l =1, 2,..., 15.

Ïåðåòâîðèìî ñèñòåìó (5). Äëÿ öüîãî ç òðå-

òüîãî ð³âíÿííÿ çíàéäåìî 1pW :
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ßêùî âèêëþ÷èòè âåëè÷èíó 1pW  ç ïåðøî-
ãî òà äðóãîãî ð³âíÿíü ñèñòåìè (8), òî îäåðæèìî
ñèñòåìó, íà îñíîâ³ ÿêî¿ ìîæíà îðãàí³çóâàòè ³òå-
ðàö³éíó ïðîöåäóðó âèçíà÷åííÿ ïðîì³æíèõ âå-
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äå j – íîìåð ³òåðàö³¿, à òàêîæ ââåäåí³ ïîçíà÷åí-
íÿ äëÿ â³äîìèõ ñòàëèõ.
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Ï³ñëÿ öüîãî îá÷èñëþþòüñÿ âñ³ ñ1ò, ñ2ò,

ò=1,2,...,15. Ïåðøà òà âñ³ íàñòóïí³ ³òåðàö³¿
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Ó âèïàäêó çàñòîñóâàííÿ íàïðóæåíèõ
ñïëàéí³â:
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Ïðîöåñ ³òåðàö³¿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (12)
ïðîâîäèòüñÿ äîòè, ïîêè ðîçõîäæåííÿ ì³æ ñóñ³ä-
í³ìè ³òåðàö³ÿìè íå äîñÿãíå çíà÷åííÿ íàïåðåä
çàäàíî¿ âåëè÷èíè. Ï³ñëÿ öüîãî íà îñíîâ³ ôîð-
ìóëè (10) âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê âåêòîðíîãî

ð³âíÿííÿ 1p
mW  íà ïîâíîìó êðîö³ çà ÷àñîì.

×èñåëüí³ ðåçóëüòàòè
Àâòîðàìè áóëî äîñë³äæåíî [2,4,6] òåìïåðà-

òóðíå ïîëå öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà, ÿêå çíàõîäèòüñÿ
â âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíí³ (ðèñ. 1,à) òà ï³ä êó-
òîì (ðèñ. 1,á), à òàêîæ âñ³ íåîáõ³äí³ åëåìåíòè
òåíçîð³â íàïðóãè òà äåôîðìàö³¿.

Öèë³íäð, ðîçòàøîâàíèé ï³ä êóòîì 600 äî
ïîâåðõí³, çàïîâíþºòüñÿ ð³äèíîþ (ðîçïëàâîì
ìåòàëó) ç òåìïåðàòóðîþ Ò=15360Ñ ç³ øâèäê³ñòþ
ïðîñòóïàííÿ â ò³ëî  .

Çàïèøåìî ïî÷àòêîâ³ Ò=Ò0=1500Ñ òà ãðà-

íè÷í³ óìîâè: äëÿ 425r , äå  3110;0z .
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r

T
  (14)

Íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ öèë³íäðà ãðàíè÷í³
óìîâè çàëåæàòü â³ä ÷àñó òà â³ä êóòà íàõèëó öèë³í-
äðà äî ïîâåðõí³ çåìë³. Òàê, íà ò³é ÷àñòèí³ âíóò-
ð³øíüî¿ ïîâåðõí³, ÿêà âæå çàëèòà ð³äèíîþ, çà-
äàºòüñÿ çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè: Ò=15360Ñ, à íà
ùå â³ëüí³é â³ä ð³äèíè âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ âè-
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êîíóþòüñÿ óìîâè (14).
Àâòîðè â ðîáîòàõ [2,6] äëÿ çíàõîäæåííÿ

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî ò³ëà
ñêîðèñòàëèñÿ ìåòîäîì äðîáîâèõ êðîê³â. ×àñòèíí³
ïîõ³äí³ ïî êîîðäèíàòàì áóëè àïðîêñèìîâàí³ çà
äîïîìîãîþ ñïëàéí-ôóíêö³é.

Ïðè ÷èñåëüíîìó ðîçâ’ÿçàíí³ çàñòîñîâàíà
íàñòóïíà ïðîñòîðîâà ñ³òêà:
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Çàì³íèâøè â³äïîâ³äí³ äèôåðåíö³àëüí³ îïå-
ðàòîðè â³äïîâ³äíèìè ð³çíèöåâèìè îïåðàòîðàìè,
îá÷èñëèìî ó êîæíîìó âóçë³ ñ³òêè â òðè äðîáîâ³
êðîêè – ñïåðøó íà òðåò³é ÷àñòèí³, ïîò³ì íà äâîõ
òðåò³õ ³ ïîò³ì íà ïîâíîìó êðîö³ çà ÷àñîì.

Çàô³êñóºìî ñòàí öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà â ìî-
ìåíò, êîëè òåìïåðàòóðíå íàâàíòàæåííÿ çàéíÿ-
ëî óñ³ âóçëè ïî i=1 ³ ðîçðàõóºìî òåìïåðàòóðíå
ïîëå. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðíîãî
ïîëÿ ïðè ðîçðàõóíêîâîìó êðîö³ çà ÷àñîì 0,1,

ïðèâåäåí³ íà ðèñ. 2. Äåÿê³ ðåçóëüòàòè ïîë³â òåì-
ïåðàòóðè, øâèäêîñòåé íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿
íàâåäåíî íà ðèñ. 2, ðèñ. 3 òà òàáëèö³. Ïîð³âíÿº-
ìî ¿õ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ öèë³íäðà, ÿêèé çíàõî-
äèòüñÿ íà ïëîùèí³ ó âåðòèêàëüíîìó ïîëîæåíí³
(ðèñ. 3, ïóíêòèðíà ë³í³ÿ – öèë³íäð ðîçòàøîâà-
íèé ï³ä êóòîì).

Ðèñ. 2. Òåìïåðàòóðíå ïîëå â ïðóæíî-ïëàñòè÷íîìó öèë³íä-

ðè÷íîìó ò³ë³

Ðèñ. 3. Ïîëå øâèäêîñòåé íàïðóæåííÿ â

ïðóæíî-ïëàñòè÷íîìó öèë³íäðè÷íîìó ò³ë³

Ïîëå øâèäêîñòåé äåôîðìàö³¿ â ïðóæíî-ïëàñòè÷íîìó
öèë³íäðè÷íîìó ò³ëi   1  – öèë³íäð çíàõîäèòüñÿ
âåðòèêàëüíî,   2  – öèë³íäð çíàõîäèòüñÿ ï³ä

êóòîì

r 247 291,5 336 380,5 425 

  1  
0,420 0,125 0,120 0,120 0,012 

  2  
0,420 0,124 0,040 0,010 0,010 

 
Àíàë³ç ïîë³â øâèäêîñò³ íàïðóæåííÿ ³ øâèä-

êîñò³ äåôîðìàö³¿ ïîêàçóº, ùî ïðè òåìïåðàòóð-
íîìó íàâàíòàæåíí³ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî öèë³í-
äðè÷íîãî ò³ëà, ÿêå çíàõîäèòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî,
øâèäê³ñòü íàïðóæåííÿ ð³âíîì³ðíî ñïàäàº ïî
ïåðåð³çó ò³ëà, à øâèäê³ñòü äåôîðìàö³¿ ñïàäàº ³
ñòàá³ë³çóºòüñÿ äî 0,01. Àâòîðàìè áóëî äîñë³äæå-
íî [2–3,6], ùî â ïðóæíî-ïëàñòè÷íîìó öèë³íä-
ðè÷íîìó ò³ë³, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä êóòîì, ïîëå
øâèäêîñò³ íàïðóæåííÿ çì³íþºòüñÿ õâèëåïîä³á-
íî, öå ïðèçâîäèòü äî ñòàá³ë³çàö³¿ ïîëÿ øâèäêîñ-
òåé äåôîðìàö³¿ ðàí³øå, àëå â³äíîøåííÿ øâèä-
êîñòåé äåôîðìàö³¿ º çíà÷íî âèùèì ³ äîð³âíþº
0,12. Îòæå, íàäì³ðíà øâèäê³ñòü íàâàíòàæåííÿ, ³
òåìïåðàòóðíèé óäàð íå äàþòü ìîæëèâîñò³ ïðî-

                   à                                    á

Ðèñ. 1. Ñõåìà çàïîâíåííÿ ð³äèíîþ ïðóæíî-ïëàñòè÷íîãî

öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà: à – öèë³íäð çàïîâíþºòüñÿ ð³äèíîþ

(ðîçïëàâîì ìåòàëó); á – öèë³íäðè÷íå ò³ëî çàïîâíþºòüñÿ

ð³äèíîþ ï³ä êóòîì
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ÿâèòè ìàòåð³àëàì öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà ïëàñòè÷í³
âëàñòèâîñò³.

Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ìàþòü âèùèé ïîðÿäîê
òî÷íîñò³ â ïîð³âíÿíí³ ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòà-
òàìè, îòðèìàíèìè çà äîïîìîãîþ ð³çíèöåâîãî
ìåòîäó. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äàþòü çìîãó ïðî-
ãíîçóâàòè äîâãîâ³÷í³ñòü ³ íàä³éí³ñòü îá’ºêò³â, ÿê³
ïðàöþþòü â óìîâàõ øîêîâèõ íåñòàö³îíàðíèõ
òåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü.

Âèñíîâêè
Â ðîáîò³ ðîçãëÿíóòà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü

ñòàíó ïðóæíî-ïëàñòè÷íèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ï³ä
ä³ºþ âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ íàâàíòàæåíü, ÿêà
äîçâîëÿº âðàõîâóâàòè çàëåæíîñò³ òåðìîìåõà-
í³÷íèõ ïàðàìåòð³â ìàòåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè.

Çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíèé ÷èñåëüíèé ìå-
òîä äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òðèâèì³ðíèõ íåñòàö³îíàð-
íèõ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà çâå-
äåíí³ çàäà÷³ äî ñèñòåìè òðüîõ ïîñë³äîâíî ðîç-
â’ÿçóâàíèõ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷, êîëè íåâ³äîì³ âå-
ëè÷èíè ïðåäñòàâëåí³ ó âèãëÿä³ äâîâèì³ðíèõ ïîë³-
íîì³àëüíèõ òà íàïðóæåíèõ ñïëàéí³â. Ïîáóäîâàí³
³òåðàö³éí³ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòó-
ðè, øâèäêîñòåé çì³ùåíü, êîìïîíåíò³â òåíçîð³â
íàïðóãè òà äåôîðìàö³¿, äîçâîëÿþòü îòðèìóâàòè
òðåò³é ïîðÿäîê ìåòîäó àïðîêñèìàö³¿ çà ÷àñîì òà
òðåò³é ³ ÷åòâåðòèé ïîðÿäîê ïî êîîðäèíàòàì.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ïîä äåéñòâèåì
âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ íàãðóçîê. Ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé
ìåòîä ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû òåïëîïðî-
âîäíîñòè è äåôîðìèðîâàíèÿ â íåëèíåéíûõ ñîñòàâëåííûõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ òåëàõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èõ óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîä âëèÿíèåì òåìïåðàòóðíîé è ñèëî-
âîé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî àïïðîêñèìàöèîííûé àï-
ïàðàò íàïðÿæåííûõ ñïëàéíîâ è êóáè÷åñêèõ Â-ñïëàéíîâ, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ñëîæíûå çàâèñèìîñòè ñâîéñòâ ìà-
òåðèàëà îò òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Àâòîðàìè áûëî èñ-
ñëåäîâàíî òåìïåðàòóðíîå ïîëå öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, êîòîðîå
íàõîäèòñÿ â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè è ïîä óãëîì, à òàêæå
âñå íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìà-
öèè. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê
òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó-
÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïîçâîëÿþò ïðîãíîçèðîâàòü äîëãîâå÷íîñòü è íàäåæíîñòü
îáúåêòîâ, ðàáîòàþùèõ â óñëîâèÿõ øîêîâûõ íåñòàöèîíàðíûõ
òåìïåðàòóðíûõ íàãðóçîê. Ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé
ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåðìî-
ìåõàíèêè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè çàäà÷è ê ñèñòåìå òðåõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûõ äâóìåðíûõ çàäà÷, êîãäà íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ è
íàïðÿæåííûõ ñïëàéíîâ. Ïîñòðîåííûå èòåðàöèîííûå ôîðìóëû
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû, ñêîðîñòåé ñìåùåíèé, êîìïî-
íåíòîâ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè, ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷àòü òðåòèé ïîðÿäîê ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è
òðåòèé, è ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê ïî êîîðäèíàòàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû,
òåìïåðàòóðíîå ïîëå, ìåòîä ïîêîìïîíåíòíîãî ðàñùåïëåíèÿ,
ñïëàéíû, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, èòåðàöèîííûå
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NUMERICAL MODELING OF STATE ELASTIC-PLASTIC
CYLINDRICAL BODIES IF EXPOSED TO HIGH
TEMPERATURE LOADS

Steblyanko P.O., Dyomichev K.E.

The work is devoted to numerical modeling of the state of
elastic-plastic cylindrical bodies under the influence of high-
temperature loads. An iterative method of componentwise splitting is
developed to solve systems of differential equations describing the
processes of heat conduction and deformation in nonlinear composite
cylindrical bodies for numerical modeling of their elastic-plastic
behavior under the influence of temperature and force loading. In
this case, the approximation apparatus of strained splines and cubic
B splines is used, which makes it possible to take into account the
complex dependencies of material properties on thermomechanical
processes. The authors investigated the temperature field of a
cylindrical body, which is in an upright position and at an angle, as
well as all the necessary elements of stress and strain tensors. The
above results have a higher order of accuracy in comparison with
similar results obtained by the difference method. The results obtained
make it possible to predict the durability and reliability of objects
operating under shock non-stationary temperature loads. An effective
numerical method is proposed for solving three-dimensional non-
stationary problems of thermomechanics, based on reduction of the
problem to a system of three successively solved two-dimensional
problems, when unknown quantities are represented as two-
dimensional polynomial and strained splines. The constructed iterative
formulas for determining the temperature, displacement velocities,
stress tensor components and deformation allow us to obtain the
third order of the time approximation method and the third and
fourth order in coordinates.

Keywords: thermomechanical processes, temperature field,
method of componentwise splitting, splines, mathematical mod-
eling, iterative methods.


